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ค าน า 
 

เอกสารประกอบการสอน  รายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป  รหสัวิชา  0003203  เล่มนี ้
เขียนขึน้เพ่ือใช้ประกอบการเรียนการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป  ซึ่งได้แบง่เนือ้หาในการเรียน
การสอนไว้จ านวน  4  บท  ได้แก่  จ านวนจริง  ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั  ฟังก์ชนัลอการิทึมเบือ้งต้นและ
ตรีโกณมิติเบือ้งต้น  ซึ่งเป็นพืน้ฐานในการเรียนคณิตศาสตร์ชัน้สูงและน าไปประยุกต์ใช้ใน
ชีวิตประจ าวนัและศาสตร์สาขาตา่งๆ  ได้ 

ผู้ สอนขอขอบคุณเจ้าของเอกสารต าราทุกท่าน  ท่ีผู้ สอนได้ใช้ศึกษาค้นคว้าและ
อ้างอิงในการเขียนครัง้นี ้ และขอขอบคณุมหาวิทยาลยัราชภฏัร าไพพรรณีท่ีสนบัสนุนส่งเสริมให้
คณาจารย์ท าผลงานทางวิชาการ  ผู้สอนหวงัว่าเอกสารประกอบการสอนเล่มนีค้งเป็นประโยชน์ 
ตอ่ผู้ เรียน  ผู้สอน  และผู้สนใจท่ีจะศกึษาไมม่ากก็น้อย 
 
 

                      ดวงกมล  กิจควร  
           28  กรกฎาคม  2558 
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สารบญั 

   หน้า 

ค าน า (1) 

สารบัญ (3) 

สารบัญภาพ (5) 
สารบัญตาราง (7) 
แผนบริหารการสอนประจ าวิชา (9) 
แผนบริหารการสอนประจ าบทท่ี 1 1 
บทที่ 1 จ านวนจริง 3 

 1.1 ระบบจ านวนจริง 3 

 1.2 สมบตัขิองจ านวนจริง 7 
 1.3 การแก้สมการตวัแปรเดียว 12 
 1.4 คา่สมับรูณ์ 46 
 1.5 การประยกุต์ 55 
 1.6 สรุป 58 

 แบบฝึกหดับทท่ี 1 59 
เอกสารอ้างอิง 62 
แผนบริหารการสอนประจ าบทท่ี 2 63 
บทที่ 2 ฟังก์ชันเลขยกก าลัง 65 
 2.1 เลขยกก าลงั 65 
 2.2 รากของจ านวนจริง 76 

 2.3 การหารากท่ีสองของจ านวนอตรรกยะบวก 87 

 2.4 การแก้สมการท่ีอยูใ่นรูปกรณฑ์ 93 
 2.5 ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 104 
 2.6 การแก้สมการและอสมการของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 106 
 2.7 การประยกุต์ 113 
 2.8 สรุป 117 
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 สารบญั(ต่อ)  

  หน้า 

 แบบฝึกหดับทท่ี 2 118 

เอกสารอ้างอิง 124 

แผนบริหารการสอนประจ าบทท่ี 3 125 

บทที่ 3 ฟังก์ชันลอการิทมึเบือ้งต้น 127 

 3.1 ฟังก์ชนัลอการิทมึ 127 
 3.2 สมบตัขิองลอการิทมึ 130 
 3.3 กราฟของฟังก์ชนัลอการิทมึ 139 
 3.4 ลอการิทมึสามญัและลอการิทมึธรรมชาติ  141 
 3.5 การแก้สมการลอการิทมึ 149 

 3.6 การประยกุต์ 155 

 3.7 สรุป 158 
 แบบฝึกหดับทท่ี 3 159 
เอกสารอ้างอิง 162 
แผนบริหารการสอนประจ าบทท่ี 4 163 
บทที่ 4 ตรีโกณมิตเิบือ้งต้น 165 

 4.1 อตัราสว่นตรีโกณมิติ 165 

 4.2 ฟังก์ชนัตรีโกณมิติ 186 
 4.3 การประยกุต์ 209 
 4.4 สรุป 215 
 แบบฝึกหดับทท่ี 4 216 
เอกสารอ้างอิง 220 

บรรณานุกรม 221 

ภาคผนวก 223 
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สารบญัภาพ 
 

ภาพท่ี หน้า 

 1.1 แสดงความสมัพนัธ์ของจ านวนชนิดตา่งๆ 3 
 1.2 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 64 56 
 2.1 แสดงกราฟของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั เม่ือ 0 a 1   104 
 2.2 แสดงกราฟของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั เม่ือ a 1  104 
 3.1 แสดงกราฟของฟังก์ชนัลอการิทมึ 139 
 3.2 แสดงฟังก์ชนัเพิ่ม 139 
 3.3 แสดงฟังก์ชนัลด 140 
 4.1 แสดงรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  165 
 4.2 แสดงความสมัพนัธ์รูปสามเหล่ียมคล้าย 166 
 4.3 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 1 168 
 4.4 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 2 169 
 4.5 แสดงรูปสามเหล่ียมมมุฉาก เม่ือ 0 90   170 

 4.6 แสดงรูปสามเหล่ียมด้านเทา่ ABC  171 
 4.7 แสดงรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  เม่ือ A 45  และ B 45  172 

 4.8 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 7 178 
 4.9 แสดงภาพประกอบหวัข้อท่ี 4.1.3 179 
 4.10 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 9 181 
 4.11 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 10 182 
 4.12 แสดงมมุเงย 183 
 4.13 แสดงมมุก้ม 183 
 4.14 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 11 184 
 4.15 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 12 185 
 4.16 แสดงการวดัมมุรอบจดุ O  186 
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สารบญัภาพ(ต่อ) 

ภาพท่ี หน้า 

 4.17 แสดงการวดัมมุของวงกลมเป็นหนว่ยเรเดียน 187 
 4.18 แสดงวงกลมหนึง่หน่วย มีจดุศนูย์กลางท่ีจดุ (0,0)  189 
 4.19 แสดงจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย 190 
 4.20 แสดงความยาวส่วนโค้งท่ีจดุหลกัๆ ของวงกลมหนึง่หนว่ย 191 
 4.21 แสดงความยาวส่วนโค้งในทิศทางทวนเข็มนาฬิกายาว 

3
 หนว่ย 192 

 4.22 แสดงความยาวส่วนโค้งในทิศทางทวนเข็มนาฬิกายาว 
4
 หนว่ย 196 

 4.23 แสดงความยาวส่วนโค้งในทิศทางตามเข็มนาฬิกายาว   หนว่ย 201 
 4.24 แสดงจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 2 202 
 4.25 แสดงจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 3 204 
 4.26 แสดงจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 4 206 
 4.27 แสดงการหาพืน้ท่ีของรูปสามเหล่ียม ABC  209 
 4.28 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 28 212 
 4.29 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 29 214 
 4.30 แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 30 215 
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สารบญัตาราง 
 

ตารางท่ี หน้า 

4.1 ตารางคา่อตัราส่วนตรีโกณมิตขิองมมุท่ีอยูร่ะหว่าง 0  และ 90  177 
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แผนบริหารการสอนประจ าวิชา 
 

รหัสวชิา 0003203   

รายวชิา  คณิตศาสตร์ทัว่ไป    3(3-0-6) 
 General Mathematics 
  
ค าอธิบายรายวชิา  

 

  คณิตศาสตร์ท่ีเก่ียวกบั จ านวนจริง ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั ฟังก์ชนัลอการิทมึเบือ้งต้น 
ฟังก์ชนัตรีโกณมิตเิบือ้งต้น และการประยกุต์ในคณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวนั 
  The mathematics on real number, exponential function, logarithm function, 
introduction to trigonometric function and application in daily life. 
 

ความมุ่งหมายรายวชิา 
 

1. เพ่ือให้ผู้ เรียนมีความรู้ความเข้าใจเก่ียวกบัระบบจ านวนจริง 
2. เพ่ือให้ผู้ เรียนมีความรู้ความเข้าใจเก่ียวกบัฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 
3. เพ่ือให้ผู้ เรียนมีความรู้ความเข้าใจเก่ียวกบัฟังก์ชนัลอการิทมึเบือ้งต้น 
4. เพ่ือให้ผู้ เรียนมีความรู้ความเข้าใจเก่ียวกบัตรีโกณมิติเบือ้งต้น 
5. เพ่ือให้ผู้ เรียนน าความรู้ทางคณิตศาสตร์ไปประยกุต์ใช้ในชีวิตประจ าวนัและ

ศาสตร์สาขาอ่ืนๆ 
 

เนือ้หา  
 

บทท่ี 1 จ านวนจริง 12 ชัว่โมง 
 1.1 ระบบจ านวนจริง  
 1.2 สมบตัขิองจ านวนจริง  
 1.3 การแก้สมการตวัแปรเดียว  
 1.4 คา่สมับรูณ์  
 1.5 การประยกุต์  
 1.6 สรุป  
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บทท่ี 2 ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 12 ชัว่โมง 
 2.1 เลขยกก าลงั  
 2.2 รากของจ านวนจริง  
 2.3 การหารากท่ีสองของจ านวนอตรรกยะบวก  
 2.4 การแก้สมการท่ีอยูใ่นรูปกรณฑ์  
 2.5 ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั  
 2.6 การแก้สมการและอสมการของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั  
 2.7 การประยกุต์  
 2.8 สรุป  
บทท่ี 3 ฟังก์ชนัลอการิทมึเบือ้งต้น 9 ชัว่โมง 
 3.1 ฟังก์ชนัลอการิทมึ  
 3.2 สมบตัขิองลอการิทมึ  
 3.3 กราฟของฟังก์ชนัลอการิทมึ  
 3.4 ลอการิทมึสามญัและลอการิทมึธรรมชาติ   
 3.5 การแก้สมการลอการิทมึ  
 3.6 การประยกุต์  
 3.7 สรุป  
บทท่ี 4 ตรีโกณมิตเิบือ้งต้น 12 ชัว่โมง 
 4.1 อตัราสว่นตรีโกณมิติ  
 4.2 ฟังก์ชนัตรีโกณมิติ  
 4.3 การประยกุต์  
 4.4 สรุป  
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 (11) 

กิจกรรมการเรียนการสอน 
 

1. ฟังบรรยาย ประกอบไฟล์พาวเวอร์พอยนต์ 

2. อธิบายตวัอยา่ง และฝึกปฏิบตัจิากตวัอยา่งท่ีก าหนดให้ 
3. ศกึษาจากเอกสารประกอบการสอน 
4. แบง่กลุม่อภิปรายตามเนือ้หาท่ีก าหนดให้ และสรุปร่วมกนั 
5. นกัศกึษาแบง่กลุม่ท าแบบฝึกหดั  
6. นกัศกึษาศกึษาค้นคว้าด้วยตนเองจากหนงัสือหรือต าราในห้องสมดุด้วยตนเอง 
7. นกัศกึษาท าแบบฝึกหดัท้ายบท  
8. ท าแบบทดสอบท่ีก าหนดให้ 

 

ส่ือการเรียนการสอน 
 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป 
2. หนงัสือค้นคว้าเพิ่มเตมิท่ีเก่ียวข้อง 
3. ใบกิจกรรม 
4. ไฟล์พาวเวอร์พอยนต์ 
 

การวัดผลและประเมินผล 
 

การวัดผล 
คะแนนรวมในการประเมินผล 100 คะแนน 
1.  คะแนนระหว่างภาคเรียน 60 คะแนน 
 1.1 ความสนใจและเวลาเรียน 10 คะแนน 
 1.2 แบบฝึกหดัและใบกิจกรรม 20 คะแนน 
 1.3 ทดสอบระหวา่งภาคเรียน 30 คะแนน 
2. คะแนนสอบปลายภาคเรียน 40 คะแนน 
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การประเมินผล 
ชว่งคะแนน 80100 ได้ระดบั A 
ชว่งคะแนน 7579 ได้ระดบั B  
ชว่งคะแนน 7074 ได้ระดบั B 
ชว่งคะแนน 6569 ได้ระดบั C  
ชว่งคะแนน 6064 ได้ระดบั C 
ชว่งคะแนน 5559 ได้ระดบั D  
ชว่งคะแนน 5054 ได้ระดบั D 
ชว่งคะแนน 0049 ได้ระดบั F 
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แผนบริหารการสอนประจ าบทที่ 1 
 

เนือ้หาประจ าบท 
 

 บทที่  1   จ านวนจริง 
1.1 ระบบจ านวนจริง 
1.2 สมบตัจิ านวนจริง 
1.3 การแก้สมการตวัแปรเดียว 
1.4 คา่สมับรูณ์ 
1.5 การประยกุต์   
1.6 สรุป 

 

จุดประสงค์เชงิพฤตกิรรม 
 

   เม่ือศกึษาบทท่ี 1  แล้วนกัศกึษาสามารถ 
1. อธิบายจ านวนประเภทตา่งๆ ได้ 
2. บอกสมบตัิการเทา่กนัของจ านวนจริงได้ 
3. บอกสมบตัิการบวกจ านวนจริงและสมบตักิารคณูจ านวนจริงได้ 
4. บอกสมบตัิ ทฤษฎีบทการลบจ านวนจริงและทฤษฎีบทการหาร 

 จ านวนจริงได้ 
5. แยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียวได้ 
6. แยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัมากกว่าสองได้ 
7. บอกทฤษฎีบทเศษเหลือ ทฤษฎีบทตวัประกอบ และทฤษฎีบท 

 ตวัประกอบตรรกยะได้ 
8. แยกตวัประกอบของพหนุามโดยใช้ทฤษฎีบทเศษเหลือ ทฤษฎีบท 

 ตวัประกอบ  และทฤษฎีบทตวัประกอบตรรกยะได้ 
9. แก้สมการเลขชีก้ าลงัสองโดยการแยกตวัประกอบหรือการใช้สตูรได้ 

10. แก้สมการเลขชีก้ าลงัมากกว่าสองได้ 
11. บอกสมบตัิการไมเ่ทา่กนัได้ 
12. แก้อสมการเลขชีก้ าลงัหนึง่ได้ 
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13. แก้โจทย์ปัญหาเก่ียวกบัอสมการเลขชีก้ าลงัหนึง่ได้ 
14. แก้อสมการเลขชีก้ าลงัมากกวา่หนึง่ได้ 
15. บอกสมบตัขิองคา่สมับรูณ์ได้ 
16. แก้สมการในรูปคา่สมับรูณ์ได้ 
17. แก้อสมการในรูปคา่สมับรูณ์ได้ 

 

กิจกรรมการเรียนการสอนประจ าบท 
 

1. ผู้สอนอธิบายเนือ้หาแตล่ะเร่ืองและซกัถามความเข้าใจพร้อม 
 ยกตวัอย่างประกอบการบรรยายโดยใช้ไฟล์เอกสารพาวเวอร์พอยนต์ 

2. ผู้ เรียนศกึษาเพิ่มเตมิจากเอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ 
 ทัว่ไป เร่ือง จ านวนจริง 

3. ผู้ เรียนและผู้สอนร่วมกนัอภิปรายและหาข้อสรุป 
4. ให้ผู้ เรียนท าแบบฝึกหดับทท่ี 1 
5. ทดสอบย่อยหลงัจบบทเรียน 

 

ส่ือการเรียนการสอน 
 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป 
2. ใบงาน  เร่ือง  จ านวนจริง 
3. ไฟล์เอกสารพาวเวอร์พอยนต์  เร่ือง  จ านวนจริง 
4. หนงัสืออา่นประกอบค้นคว้าเพิ่มเตมิ 
5. แบบฝึกหดับทท่ี 1 

 

การวัดผลและประเมินผล 
 

1. สงัเกตจากการซกัถามผู้ เรียน 
2. สงัเกตจากการอภิปรายกลุม่ยอ่ยและอภิปรายสรุป 

3. ประเมินจากการท าแบบฝึกหดั 

4. ประเมินจากการสอบระหว่างภาคและปลายภาค 
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บทที่ 1 
จ านวนจริง 

  
 ตวัเลข  หรือ  จ านวน  มีความจ าเป็นในชีวิตประจ าวนัไมว่า่จะเป็นด้านการเรียน  การงาน 
หรือกระทัง่การด าเนินชีวิตส่วนใหญ่แล้วเก่ียวข้องกบัตวัเลข  หรือ  จ านวน  และมีการพฒันา
จ านวนมาเร่ือยๆ  จนได้จ านวนจริง  สมบตัขิองจ านวนจริง  การด าเนินการบนจ านวนจริง เป็นต้น  
 

1.1  ระบบจ านวนจริง 
 จ านวนมีความเก่ียวข้องกับมนุษย์ตัง้แต่สมัยโบราณ โดยจ านวนชนิดแรกท่ีมนุษย์ใช้ คือ 
จ านวนนบั(Natural number) หรือจ านวนเต็มบวก(Positive integer) การนบัจ านวนของมนษุย์ใน
สมยัโบราณเป็นการจบัคู่ระหว่างสตัว์กับก้อนหิน หรือรอยบากบนต้นไม้ เป็นต้น เม่ือเวลาผ่านไป
มนุษย์จึงมีพัฒนาการเก่ียวกับจ านวนเพิ่มมากขึน้ ท าให้เกิดจ านวนประเภทต่างๆ เพิ่มมากขึน้ 
จ านวนเหลา่นัน้รวมเรียกวา่ จ านวนจริง(Real number) จ านวนจริงแบง่เป็นชนิดตา่งๆ  ดงันี ้        
(เลิศ สิทธิโกศล, 2540) 
 

                                                จ านวนจริง 
 
                   จ านวนอตรรกยะ                                จ านวนตรรกยะ 
 
                                                    จ านวนเตม็                       จ านวนตรรกยะท่ีไมใ่ชจ่ านวนเตม็ 
 
                     จ านวนเตม็ลบ     จ านวนเตม็ศนูย์       จ านวนเตม็บวก 
 

ภาพท่ี 1.1  แสดงความสมัพนัธ์ของจ านวนชนิดตา่งๆ 
 

 จากภาพข้างต้น  จะเห็นได้ว่า เซตของจ านวนจริงจะประกอบด้วยเซตของจ านวนตรรกยะ
(Rational number) และเซตของจ านวนอตรรกยะ(Irrational number)และเซตของจ านวนตรรกยะ  
ก็ประกอบด้วยเซตย่อย คือ เซตของจ านวนตรรกยะท่ีไม่ใช่จ านวนเต็ม และเซตของจ านวนเต็ม 
และเซตของจ านวนเต็มประกอบด้วยเซตย่อยคือ เซตของจ านวนเต็มลบ เซตของจ านวนเต็มศนูย์ 
และเซตของจ านวนเตม็บวก ดงัรายละเอียดตอ่ไปนี ้
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 1.1.1   ระบบจ านวนจริง  
      จากภาพแสดงความสมัพนัธ์ของจ านวนข้างต้น จะพบวา่จ านวนจริง  
      จะประกอบไปด้วย 

1. จ านวนตรรกยะ คือ จ านวนท่ีเขียนอยูใ่นรูป 
a
b
 โดยท่ี a  และ b  

    เป็นจ านวนเตม็ และ b 0  เขียน  แทนเซตของจ านวนตรรกยะ   

          ดงันัน้ x x 
a
b
 เม่ือ a,b   และ b 0  

2. จ านวนอตรรกยะ คือ  จ านวนท่ีไมใ่ชจ่ านวนตรรกยะ  
    เขียน   แทนเซตของจ านวนอตรรกยะ 

         ดงันัน้  x x 
a
b
 เม่ือ a,b   และ b 0   

ตวัอยา่งตอ่ไปนีแ้สดงจ านวนท่ีเป็นจ านวนตรรกยะหรือจ านวนอตรรกยะ 
 

ตัวอย่างที่ 1     จ านวนตอ่ไปนีเ้ป็นจ านวนประเภทใด 

1)  
2
3

  

2)  8   
3)  0.25   
4)  0.1234   
5)  25   
6)  2  

7)  43.182635092...  
8)    

วิธีท า 

1) 
2
3

  เป็นจ านวนตรรกยะ 

2)  


 
8

8
1

 เป็นจ านวนตรรกยะ 

3) 
23

0.25
90
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4) 
1234

0.1234
10000

 เป็นจ านวนตรรกยะ 

5) 
5

25
1

 เป็นจ านวนตรรกยะ 

6)  2                              ไมส่ามารถเขียนอยูใ่นรูป 
a
b
 โดยท่ี a   และ b    

                                         เป็นจ านวนเตม็ และ b 0   
   ดงันัน้เป็นจ านวนอตรรกยะ 

7) 43.182635092... ไมส่ามารถเขียนอยูใ่นรูป 
a
b
 โดยท่ี a   และ b      

                                         เป็นจ านวนเตม็ และ b 0   
   ดงันัน้เป็นจ านวนอตรรกยะ 

8)    ไมส่ามารถเขียนอยูใ่นรูป 
a
b
 โดยท่ี a   และ b     

                                         เป็นจ านวนเตม็ และ b 0   
   ดงันัน้เป็นจ านวนอตรรกยะ 

 
 1.1.2    ระบบจ านวนตรรกยะ 
   จ านวนตรรกยะ สามารถแบง่ออกเป็น  2  ประเภท คือ 

1.  จ านวนตรรกยะท่ีไมใ่ชจ่ านวนเตม็ หมายถึง จ านวนท่ีสามารถเขียนให้  
     อยูใ่นรูปเศษสว่น หรือทศนิยมซ า้ได้ แตไ่มเ่ป็นจ านวนเตม็   
2.  จ านวนเตม็ หมายถึง จ านวนท่ีเป็นสมาชิกของเซต   

       ..., 4, 3, 2, 1, 0, 1, 2, 3, 4,...        

     เม่ือก าหนดให้   เป็นเซตของจ านวนเตม็ 
 

ตัวอย่างที่ 2     จ านวนตอ่ไปนีเ้ป็นจ านวนตรรกยะท่ีไมใ่ชจ่ านวนเตม็หรือจ านวนเตม็ 

1)  
4
5

  

2)  
9
11

  

3)  4.986   
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4)  59                              
5)  100                        

6)  0                               
วิธีท า 

1) 
4
5

 เป็นจ านวนตรรกยะท่ีไมใ่ชจ่ านวนเตม็ 

2) 
9
11

  เป็นจ านวนตรรกยะท่ีไมใ่ชจ่ านวนเตม็ 

3) 4.986   เป็นจ านวนตรรกยะท่ีไมใ่ชจ่ านวนเตม็ 
4) 59  เป็นจ านวนเตม็ 

5) 100  เป็นจ านวนเตม็ 
6) 0  เป็นจ านวนเตม็ 

 
 1.1.3  ระบบจ านวนเตม็ 
      จ านวนเตม็ยงัสามารถแบง่ออกได้อีกเป็น 3  ประเภท  ได้แก่ 

1.   จ านวนเตม็บวก หมายถึง จ านวนท่ีเป็นสมาชิกของเซต   โดยท่ี   

        1,2,3,4,...  เม่ือ   เป็นเซตของจ านวนเตม็บวกหรือจ านวน   
      เตม็บวก เรียกได้อีกอยา่งวา่ จ านวนนบั ซึง่เขียนแทนเซตของจ านวนนบั 
      ได้ด้วยสญัลกัษณ์  

2.   จ านวนเตม็ลบ หมายถึง จ านวนท่ีเป็นสมาชิกของเซต   โดยท่ี   

        ..., 4, 3, 2, 1      เม่ือ   เป็นเซตของจ านวนเตม็ลบ 

3.   จ านวนเตม็ศนูย์ หมายถึง จ านวนท่ีเป็นสมาชิกของเซต 0
  โดยท่ี   

      0
  0  เม่ือ 0

  เป็นเซตของจ านวนเตม็ศนูย์  
 

ตัวอย่างที่ 3     จ านวนตอ่ไปนีเ้ป็นจ านวนเตม็ประเภทใด 

1)  41  
2)  9 4   

3)  8 8   
4)   5 5   
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5)  75   

6)   4 7   
วิธีท า 

1)  41             เป็นจ านวนเตม็บวก 

2)     9 4 3 2 5              เป็นจ านวนเตม็บวก 
3)   8 8 0              เป็นจ านวนเตม็ศนูย์ 
4)      5 5 5 5 0              เป็นจ านวนเตม็ศนูย์ 
5)  75              เป็นจ านวนเตม็ลบ 
6)    4 7 11             เป็นจ านวนเตม็ลบ  

 

1.2  สมบัตขิองจ านวนจริง 
  ในเร่ืองของสมบตัขิองจ านวนจริง มีทัง้สมบตักิารเทา่กนัของจ านวนจริง สมบตักิารบวก 
ในระบบจ านวนจริง และสมบตักิารคณูในระบบจ านวนจริง ดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้
 

 1.2.1  สมบัตกิารเท่ากันของจ านวนจริง 
    ก าหนดให้  a,b  และ c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  สมบตักิารสะท้อน   

        a a  
2.  สมบตัิการสมมาตร   

         ถ้า  a b   แล้ว  b a  
3.  สมบตัิการถ่ายทอด   

         ถ้า  a b   และ  b c   แล้ว  a c  
4.  สมบตัิการบวกด้วยจ านวนท่ีเทา่กนั   

         ถ้า  a b   แล้ว    a c b c  
5.  สมบตัิการคณูด้วยจ านวนท่ีเทา่กนั    

         ถ้า  a b   แล้ว  ac bc  
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 1.2.2    สมบัตขิองการบวกในระบบจ านวนจริง 
      ก าหนดให้  a,b  และ c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  สมบตัปิิดของการบวก   
a b   เป็นจ านวนจริง 

2.  สมบตักิารสลบัท่ีของการบวก   

  a b b a  
 

 

3.  สมบตักิารมีเอกลกัษณ์การบวก   
 มีจ านวนจริง 0  ท่ีท าให้  0 a a a 0     
 

4.  สมบตักิารมีตวัผกผนัการบวก   
 มีจ านวนจริง a  ท่ีท าให้ a ( a) 0 ( a) a       

5.  สมบตักิารเปล่ียนกลุม่ของการบวก   

    a (b c) (a b) c  
   

 1.2.3    สมบัตขิองการคูณในระบบจ านวนจริง 
      ก าหนดให้  a,b  และ c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  สมบตัปิิดของการคณู  
ab  เป็นจ านวนจริง 

2.  สมบตัิการสลบัท่ีของการคณู  

ab ba  
 

3.  สมบตัิการมีเอกลกัษณ์การคณู    

 มีจ านวนจริง 1 ท่ีท าให้  1 a a a 1     
4.  สมบตักิารมีตวัผกผนัการคณู  

 มีจ านวนจริง 1a  ท่ีท าให้ 1 1a a 1 a a      เม่ือ  a 0  
5.  สมบตัิการเปล่ียนกลุม่ของการคณู  

a(bc) (ab)c  
                         6.  สมบตักิารแจกแจง  

                 a(b + c) = ab + ac หรือ (a +b)c = ac +bc  
 

 หมายเหตุ  เคร่ืองหมาย    หมายถึง คณู  เชน่ 1 a  หมายถึง 1 คณูกบั a  
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ตัวอย่างที่ 4     ข้อความตอ่ไปนีเ้ป็นจริงหรือเท็จ 
1)  จ านวนเตม็บวกมีสมบตัปิิดส าหรับการบวก 
2)  จ านวนเตม็ลบมีสมบตัปิิดส าหรับการบวก 
3)  จ านวนเตม็มีสมบตัปิิดส าหรับการบวก 
4)  จ านวนตรรกยะมีสมบตัปิิดส าหรับการบวก 
5)  จ านวนอตรรกยะมีสมบตัปิิดการคณู 
6)  0   เป็นเอกลกัษณ์ส าหรับการบวกจ านวนจริง 
7)  ถ้า  b   เป็นตวัผกผนัการคณูของ  a   แล้ว  ab 1 
8)  ถ้า  a   และ  b   เป็นจ านวนเตม็คี่  แล้ว  a b   เป็นจ านวนเตม็คี่ 

9)  ตวัผกผนัการคณูของ  8 3   คือ  8 3  
10)   1,0,1   มีสมบตัปิิดการคณู 

วิธีท า  
   1)  จ านวนเตม็บวกมีสมบตัปิิดส าหรับการบวก เป็นจริง 

2)  จ านวนเตม็ลบมีสมบตัปิิดส าหรับการบวก เป็นจริง 
3)  จ านวนเตม็มีสมบตัปิิดส าหรับการบวก เป็นจริง 
4)  จ านวนตรรกยะมีสมบตัปิิดส าหรับการบวก เป็นจริง 
5)  จ านวนอตรรกยะมีสมบตัปิิดการคณู เป็นเท็จ 
6)  0   เป็นเอกลกัษณ์ส าหรับการบวกจ านวนจริง เป็นจริง 
7)  ถ้า b  เป็นตวัผกผนัการคณูของ a   แล้ว ab 1 เป็นจริง 

8)  ถ้า a   เป็นจ านวนเตม็คี่  แล้ว  2a   เป็นจ านวนเตม็คู ่ เป็นเท็จ 

9)  ตวัผกผนัการคณูของ 8 3   คือ  8 3  เป็นเท็จ 
10)   1,0,1   มีสมบตัปิิดการคณู เป็นจริง 

 

               จากสมบตัขิองระบบจ านวนจริงเก่ียวกบัการบวกและการคณูท่ีกล่าวมา 
ข้างต้น  เพียงพอจะได้มาซึง่ทฤษฎีบทตอ่ไปนี ้ 
 
ทฤษฎีบท 1     กฎการตดัออกส าหรับการบวก  (สขุใส ไพบลูย์, 2547:102) 
                        เม่ือ a,b  และ c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  ถ้า    a c b c   แล้ว  a b   (กฎการตดัออกทางขวา) 
2.  ถ้า    a b a c   แล้ว  b c   (กฎการตดัออกทางซ้าย) 
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ทฤษฎีบท 2   กฎการตดัออกส าหรับการคณู   
                      เม่ือ a,b  และ c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.   ถ้า  ac bc    และ  c 0   แล้ว  a b   (กฎการตดัออกทางขวา) 
2.   ถ้า  ab ac    และ  a 0   แล้ว  b c    (กฎการตดัออกทางซ้าย) 

 
ทฤษฎีบท 3   เม่ือ  a  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

          a 0 0   และ   0 a 0  
 

ทฤษฎีบท 4   เม่ือ  a   เป็นจ านวนจริงใดๆ 
         ( 1)a a    และ   a( 1) a  
 

ทฤษฎีบท 5   เม่ือ  a  และ  b   เป็นจ านวนจริงใดๆ 
           ถ้า ab 0  แล้ว a 0  หรือ b 0   
 

ทฤษฎีบท 6   เม่ือ  a  และ  b   เป็นจ านวนจริงใดๆ  (สขุใส ไพบลูย์, 2547:105) 

1.    a( b) ab  
2.   ( a)b ab  
3.    ( a)( b) ab  

 
 1.2.4   การลบในระบบจ านวนจริง 
    นอกจากจะมีการบวกในระบบจ านวนจริงแล้ว ยงัมีการลบในระบบจ านวนจริง ซึ่ง
ต้องอาศยัสมบตัขิองการบวกในระบบจ านวนจริง ดงันิยามตอ่ไปนี ้
 
 

บทนิยาม 1    เม่ือ a  และ b  เป็นจ านวนจริงใดๆ     a b a ( b)  
    นัน่คือ a b  คือผลบวกของ a  กบัตวัผกผนัการบวกของ b  
 

   จากนิยามการลบ สมบตัขิองจ านวนจริง  และทฤษฎีบทท่ีกลา่วมาแล้วสามารถ
น ามาสร้างทฤษฎีบทตอ่ไปได้ดงันี ้ 
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ทฤษฎีบท 7   ก าหนดให้ a,b  และ c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.     a ( b) a b  
2.      ( a) ( b) (a b)  
3.    b a (a b)  
4.    a(b c) ab ac  
5.    (a b)c ac bc  
6.     ( a)(b c) ab ac  

 

 1.2.5   การหารในระบบจ านวนจริง 
    นอกจากจะมีการคูณในระบบจ านวนจริงแล้ว ยังมีการหารในระบบจ านวนจริง   
ซึง่ต้องอาศยัสมบตัขิองการคณูในระบบจ านวนจริง ดงันิยามตอ่ไปนี ้

บทนิยาม 2    เม่ือ  a   และ  b   เป็นจ านวนจริงใดๆ ท่ี  b 0   จะได้วา่ 1a
ab

b
  

    นัน่คือ  
a
b
  คือผลคณูของ  a   กบัตวัผกผนัการคณูของ  b  

 

   จากนิยามการหาร  สมบตัขิองจ านวนจริง  และทฤษฎีบทท่ีกลา่วมาแล้วสามารถ
น ามาสร้างทฤษฎีบทตอ่ไปได้ดงันี ้
 

ทฤษฎีบท 8   ถ้า  a 0   แล้ว   1a 0  
 

ทฤษฎีบท 9   ก าหนดให้ a,b  และ c   เป็นจ านวนจริงใดๆ  (สขุใส  ไพบลูย์,2547:109111) 

1. 
 a

ab
c bc
    เม่ือ  b,c 0  

2. 
a ac
b bc

    เม่ือ  b,c 0  

3. 


 
a b a b
c c c

    เม่ือ  c 0  

4. 


 
a c ad bc
b d bd

    เม่ือ  b,d 0  ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี
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5.      
  

a c ac
b d bd

    เม่ือ  b,d 0   

6. 


   
 

1b c
c b

    เม่ือ  b,c 0  

7. 

 


a ac
b b
c

    เม่ือ  b,c 0  

8. 
 
 



a
adb

c bc
d

    เม่ือ  b,c,d 0  

9. 





a a
b b

    เม่ือ  b 0  

10.  


  


a a a
b b b

         เม่ือ  b 0  

 

1.3  การแก้สมการตัวแปรเดียว 
 

 ค าศพัท์ในการแก้สมการตวัแปรเดียวท่ีควรทราบ เพ่ือใช้ในการแก้สมการมีดงันี ้
 

1.  ตวัแปร คือ สญัลกัษณ์ท่ีไมใ่ชต่วัเลข นิยมใช้ตวัอกัษรภาษาองักฤษตวัเล็ก     
เชน่  x,y,z,...   เป็นต้น 

2.  คา่คงตวั  คือ  ตวัเลขท่ีใช้แทนจ านวน  เชน่   2, 1,0,1,2,...  เป็นต้น 
3.  พจน์  คือ  ข้อความท่ีเขียนให้อยูใ่นรูปสญัลกัษณ์ตา่งๆ แตใ่นทางพีชคณิต  

จะมีการใช้ตวัอกัษร  เชน่  3x, 5xy,
x
3
 เป็นต้น 

4.  เอกนาม คือ  พจน์ท่ีสามารถเขียนให้อยูใ่นรูปการคณูของคา่คงตวักบั 
ตวัแปรตัง้แตห่นึง่ตวัขึน้ไป  โดยท่ีมีเลขชีก้ าลงัของตวัแปรแตล่ะตวั 

เป็นจ านวนเตม็บวกหรือศนูย์  เชน่   23x, 4xy, 5x ,...   เป็นต้น   

เอกนาม  ประกอบด้วย 2  สว่น  คือสว่นท่ีเป็นคา่คงตวัและส่วนท่ีอยูใ่นรูป 
การคณูกนัของตวัแปร โดยส่วนท่ีเป็นคา่คงตวัเรียกว่า สมัประสิทธ์ิของเอกนาม  
และผลบวกของเลขชีก้ าลงัของตวัแปรทกุตวัในเอกนามจะเรียกวา่ 
เลขชีก้ าลงัของเอกนาม 
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5.  เอกนามคล้าย  คือ  เอกนามตัง้แตส่องเอกนามขึน้ไปซึง่มีตวัแปรชดุเดียวกนั 
และเลขชีก้ าลงัของตวัแปรแตล่ะตวัมีคา่เทา่กนั  เชน่   
1) 3x   คล้ายกบั  5x  

2)  25x y   คล้ายกบั  28x y  
3) 2y   คล้ายกบั  2y  

6.  พหนุาม  คือ  พจน์ตัง้แตส่องพจน์ขึน้ไปท่ีสามารถเขียนในรูปของเอกนาม   
หรือการบวกของเอกนามตัง้แตส่องเอกนามขึน้ไป  เชน่ 

1)   3 25x 15x 10x 5  
2)  2x 2x 1 
3) 25x y  

 

ตัวอย่างที่ 5     จงบอกเลขชีก้ าลงัของเอกนามตอ่ไปนี ้

1) 5x    
2) 3xy    

3) 2 4x y    
วิธีท า 

1) 5x       เอกนามเลขชีก้ าลงัหนึง่ 
2) 3xy       เอกนามเลขชีก้ าลงัสอง 

3) 2 4x y        เอกนามเลขชีก้ าลงัหก 
 

ส าหรับพหนุามใดๆ  เลขชีก้ าลงัสงูสดุของเอกนามในพหนุามจะเป็น เลขชีก้ าลงัสงูสดุของพหนุาม 
 

ตัวอย่างที่ 6     จงบอกเลขชีก้ าลงัของพหนุามตอ่ไปนี ้

1) 3x 2x    
2)  4 2x x 1   
3)  4 2 3 3x x y y   

วิธีท า 

1) 3x 2x    พหนุามเลขชีก้ าลงัสาม 

2)  4 2x x 1    พหนุามเลขชีก้ าลงัส่ี 

3)  4 2 3 3x x y y    พหนุามเลขชีก้ าลงัห้า 
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 1.3.1   การแยกตัวประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลังสองตัวแปรเดียว 
               การแยกตวัประกอบของพหนุามเป็นพืน้ฐานของการน าไปใช้ในการแก้สมการ  
การแก้อสมการและในเร่ืองอ่ืนๆ  ดงันัน้จงึมีความจ าเป็นในการแยกตวัประกอบของพหนุาม   
ซึง่การเขียนพหนุามให้อยูใ่นรูปผลคณูของพหนุามท่ีมีเลขชีก้ าลงัต ่ากว่าพหนุามท่ีก าหนดให้   
เรียกวา่  การแยกตวัประกอบของพหนุาม 
 

บทนิยาม 3    พหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว หมายถึง พหนุามท่ีเขียนในรูป  2ax bx c   
                      เม่ือ a,b,c  เป็นคา่คงตวั ท่ี  a 0   และ x  เป็นตวัแปร 
 

             การแยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว คือ การเขียนพหนุาม
เลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียวในรูปผลคณูของพหนุามท่ีมีเลขชีก้ าลงัต ่ากวา่ตัง้แตส่องพหนุามขึน้ไป 
การแยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว สามารถท าได้โดยวิธีตา่งๆ ดงันี ้
 

  1.  การแยกตวัประกอบของพหนุามโดยให้สมบตักิารแจกแจงหรือการดงึตวัร่วม 

  ส าหรับพหนุามท่ีอยู่ในรูปของ  2ax bx c  เม่ือ a,b,c  เป็นคา่คงตวั  
ท่ี  a 0  แต ่ c 0   สามารถใช้สมบตัิการแจกแจงหรือการดงึตวัร่วม  
มาชว่ยในการแยกตวัประกอบ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 7     จงแยกตวัประกอบพหนุามตอ่ไปนี ้

1)  26x x  
2)  28x 2x  
3)  24x 8x  

วิธีท า 

1)       26x x 6x x x x(6x 1)  
2)       28x 2x 2x 4x 2x 2x(4x 1)  
3)        24x 8x 4x x 4x 2 4x(x 2)  

 
              การแยกตัวประกอบโดยวิธีนี  ้ สามารถประยุกต์ใช้กับพหุนามท่ีมีเลขชีก้ าลัง

มากกวา่สองได้ โดยใช้หลกัการเดียวกบัพหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
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ตัวอย่างที่ 8     จงแยกตวัประกอบพหนุามตอ่ไปนี ้

1)  3 2x 3x  
2)  64x 16x  

3)  7 3x 2x 4x   
วิธีท า 

1)  3 2 2x 3x x (x 3)    
2)  6 54x 16x 4x(x 4)    
3)  7 3 6 2x 2x 4x x(x 2x 4)      

 

             2.   การแยกตวัประกอบของพหนุามในรูป  2ax bx c  เม่ือ a 1  และ b 0   

 และ c 0   ในกรณีนีพ้หนุามดงักลา่วจะอยูใ่นรูป  2x bx c   สามารถ
แยกตวัประกอบของพหนุามได้ดงันี ้ หาจ านวนจริงสองจ านวน  สมมตใิห้เป็น m  และ n   โดยท่ี  

 m n c   และ   m n b   ดงันัน้      2x bx c (x m)(x n)   ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 9     จงแยกตวัประกอบของ   2x 7x 10  

วิธีท า         จาก   2x 7x 10  
         มีจ านวนจริง  2   และ 5  
         ท่ีท าให้   2 5 10   และ   2 5 7  

         ดงันัน้      2x 7x 10 (x 2)(x 5)  
 

ตัวอย่างที่ 10    จงแยกตวัประกอบของ   2x 3x 10  

วิธีท า         จาก   2x 3x 10  
         มีจ านวนจริง  2  และ 5  
         ท่ีท าให้    2 ( 5) 10   และ    2 ( 5) 3  

         ดงันัน้      2x 3x 10 (x 2)(x 5)  
 

ตัวอย่างที่ 11 จงแยกตวัประกอบของ   2x 5x 6  

วิธีท า   จาก   2x 5x 6  
  มีจ านวนจริง  2  และ 3  
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  ท่ีท าให้     ( 2) ( 3) 6   และ     ( 2) ( 3) 5  

  ดงันัน้      2x 5x 6 (x 2)(x 3)  
 

ตัวอย่างที่ 12     จงแยกตวัประกอบของ   2x x 42  

วิธีท า  จาก   2x x 42  
  มีจ านวนจริง  6  และ 7  
  ท่ีท าให้    ( 6) 7 42   และ    ( 6) 7 1 

  ดงันัน้      2x x 42 (x 6)(x 7)  
 

               3.    การแยกตวัประกอบของพหนุามในรูป  2ax bx c  เม่ือ   a 1, b 0   

 และ c 0   ในกรณีนีพ้หนุามดงักลา่วจะอยูใ่นรูป   2ax bx c   
สามารถแยกตวัประกอบของพหนุามได้ดงันี ้ หาจ านวนจริงสองจ านวน  สมมตใิห้เป็น p  และ q   
โดยท่ี   p q a   และหาจ านวนจริงสองจ านวน  สมมตใิห้เป็น m  และ n   ซึง่   m n c   ท่ีท าให้ 

 qm pn b   ดงันัน้      2ax bx c (px m)(qx n)   ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้
 
 

 

ตัวอย่างที่ 13     จงแยกตวัประกอบของ   225x 15x 2  

วิธีท า  จาก   225x 15x 2  
  มีจ านวนจริง 5  และ 5   ท่ีท าให้   5 5 25  
  และมีจ านวนจริง 1  และ  2   ท่ีท าให้   1 2 2  
  โดยท่ี         (5 1) (5 2) 5 10 15  

  ดงันัน้      225x 15x 2 (5x 1)(5x 2)  
 

ตัวอย่างที่ 14     จงแยกตวัประกอบของ   24x 5x 9  

วิธีท า  จาก   24x 5x 9  
 มีจ านวนจริง  4  และ 1  ท่ีท าให้  4 1 4   
 และมีจ านวนจริง 9   และ  1   ท่ีท าให้  9 ( 1) 9    
 โดยท่ี  (1 9) (4 ( 1)) 9 ( 4) 5         

 ดงันัน้  24x 5x 9 (4x 9)(x 1)      

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



17 
 

ตัวอย่างที่ 15    จงแยกตวัประกอบของ   28x 10x 3  

วิธีท า   จาก   28x 10x 3  
 มีจ านวนจริง  2  และ 4   ท่ีท าให้   2 4 8  
  และมีจ านวนจริง 3   และ  1  ท่ีท าให้    ( 3) 1 3  
  โดยท่ี         (4 ( 3)) (2 1) ( 12) 2 10  

 ดงันัน้      28x 10x 3 (2x 3)(4x 1)  
 

                4.   การแยกตวัประกอบของพหนุามในรูปผลตา่งก าลงัสอง 

           พหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียวท่ีสามารถเขียนได้ในรูป  2 2x a   

เม่ือ a  เป็นจ านวนจริงบวก เรียกวา่ ผลตา่งก าลงัสอง  จาก 2 2x a  สามารถแยกตวัประกอบ 

ได้ดงันี ้    2 2x a (x a)(x a)   เม่ือ a  เป็นจ านวนจริงบวก  ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 16     จงแยกตวัประกอบพหนุามตอ่ไปนี ้

1)  2x 36    
2)  2 24x 9  
3)  225x 49  

วิธีท า   

   1)   จาก  2x 36  

  จะได้        2 2 2x 36 x 6 (x 6)(x 6)  

  ดงันัน้     2x 36 (x 6)(x 6)  

    2) จาก  2 24x 9  

    จะได้  2 24x 9 (2x 3)(2x 3)     

  ดงันัน้ 2 24x 9 (2x 3)(2x 3)     

    3) จาก  225x 49  

    จะได้  2 2 225x 49 (5x) 7 (5x 7)(5x 7)       

 ดงันัน้ 225x 49 (5x 7)(5x 7)     
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                  5.    การแยกตวัประกอบของพหนุามท่ีเป็นก าลงัสองสมบรูณ์ 
  การแยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียวท่ีได้ 
ตวัประกอบเป็นพหนุามเลขชีก้ าลงัหนึง่ซ า้กนั เรียกพหนุามเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียวนีว้า่   
ก าลงัสองสมบรูณ์  รูปทัว่ไปของพหนุามท่ีเป็นก าลงัสองสมบรูณ์  คือ   

  2 2a 2ab b  และ  2 2a 2ab b  เม่ือ a  และ b  เป็นพหนุาม 
และแยกตวัประกอบได้ดงันี ้  

 2 2a 2ab b (a b)(a b)       และ  2 2a 2ab b (a b)(a b)      
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 17     จงแยกตวัประกอบของ 

1)   2x 6x 9  
2)   2x 12x 36  

3)   24x 4x 1 
4)   225x 20x 4  

วิธีท า   

   1)   2x 6x 9  

   จะได้          2 2 2x 6x 9 x 2 3 x 3  

                                    (x 3)(x 3)    
  ดงันัน้   2x 6x 9 (x 3)(x 3)      

   2)   2x 12x 36  

  จะได้          2 2 2x 12x 36 x 2 6 x 6  

                                        (x 6)(x 6)    
  ดงันัน้   2x 12x 36 (x 6)(x 6)      

  3)   24x 4x 1 

  จะได้           2 2 24x 4x 1 (2x) 2 1 (2x) 1  

                                       (2x 1)(2x 1)    
  ดงันัน้    24x 4x 1 (2x 1)(2x 1)      
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  4)   225x 20x 4  

  จะได้           2 2 225x 20x 4 (5x) 2 2 (5x) 2  

                                           (5x 2)(5x 2)    
  ดงันัน้    225x 20x 4 (5x 2)(5x 2)      
 

             6.  การแยกตวัประกอบพหนุามโดยท าให้เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ 
การแยกตวัประกอบพหนุามโดยท าให้เป็นก าลงัสองสมบรูณ์  มีขัน้ตอนดงันี ้

1. ท าสมัประสิทธ์ิของ 2x  ให้เป็นหนึง่ (ดงึสมัประสิทธ์ิของ 2x  ออก) 
2. จดัพจน์ท่ีสองคือพจน์ของ x   (พจน์กลาง)  ให้เป็น   2 x m    

                ซึง่   
b

2 x m x
a

 

3. น าเอา 2m  บวกเพิ่มเข้าและหกัออกเป็นพจน์ท่ีสามและส่ีตามล าดบั 
4. จดัจ านวนสามพจน์แรกให้อยูใ่นรูปก าลงัสองสมบรูณ์คือ  

                 2(x m)  หรือ   2(x m)  

5. หาผลลพัธ์ของ  2 c
m

a
  โดยผลลพัธ์ท่ีหาได้ต้องเป็นจ านวนจริงลบ 

    เทา่นัน้จงึจะใช้ ผลตา่งก าลงัสอง แยกตวัประกอบอีกครัง้หนึง่   
                ซึง่จะได้รากท่ีเป็นจ านวนจริงสามารถแสดงได้ดงันี  ้

 

2 2

2

2 2
2

b c
ax bx c a x x

a a
b c

a x 2 x
2a a

b b b c
a x 2 x

2a 2a 2a a

     
  

   
  

            
    

                 

                                

2 2

2
2

b b c
a x

2a 2a a

b c b
a x m ; m

2a a 2a
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  ถ้า    2 c
m 0

a
  แล้ว  พหนุามจะมีรากเป็นจ านวนจริง 

  ถ้า    2 c
m 0

a
  แล้ว  พหนุามจะมีรากเป็นจ านวนเชิงซ้อน 

 

ตัวอย่างที่ 18    จงแยกตวัประกอบของ  2x 2x 2   โดยท าให้เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ 

วิธีท า               จาก              2 2x 2x 2 x 2 1 x 2  

            2 2 2x 2 1 x 1 1 2  
   2 2(x 2 1 x 1 ) 3       
     2(x 1) 3    
          2 2(x 1) ( 3)    
   (x 1 3)(x 1 3)      
  ดงันัน้     2x 2x 2 (x 1 3)(x 1 3)        
 

ตัวอย่างที่ 19     จงแยกตวัประกอบของ   22x x 3   โดยท าให้เป็นก าลงัสองสมบรูณ์ 

วิธีท า       จาก          2 2 1 3
2x x 3 2 x x

2 2
     
  

 

     
2 2

2 1 1 1 3
2 x 2 x

4 4 4 2

              
    

 

       
2

2 1 1 1 24
2 x 2 x

4 4 16 16

                
      

 

      
2 21 5

2 x
4 4

          
    

 

     
1 5 1 5

2 x x
4 4 4 4

             
 

     
3

2 x (x 1)
2

        
 

    (2x 3)(x 1)    
  ดงันัน้     22x x 3 (2x 3)(x 1)      
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 1.3.2    การแยกตัวประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลังมากกว่าสอง 
 

               การแยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัสองสามารถน ามาประยกุต์ใช้ 
ในการแยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัมากกว่าสอง  ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 20    จงแยกตวัประกอบของพหนุาม 4x 625  

วิธีท า  จาก 4 2 2 2x 625 (x ) (25)    

  24 2(x 25)(x 2x 5625 )    
  24 (x 5)(x 5)(x 62 25)5 x      
   ดงันัน้  4 2x 625 (x 5)(x 5)(x 25)      
 

ตัวอย่างที่ 21   จงแยกตวัประกอบของพหนุาม  3 29x 45x 4x 20    

วิธีท า         จาก  3 2 3 29x 45x 4x 20 (9x 4x) (45x 20)        

                        2 2x(9x 4) 5(9x 4)     
                        2(x 5)(9x 4)    
                        (x 5)(3x 2)(3x 2)     
         ดงันัน้  3 29x 45x 4x 20 (x 5)(3x 2)(3x 2)        
 
 

               นอกจากนีย้งัมีวิธีการแยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัมากกวา่สองสามารถ
ท าได้โดยการประยกุต์ใช้ทฤษฎีบทเศษเหลือ ทฤษฎีบทตวัประกอบ ทฤษฎีบทตวัประกอบตรรกยะ
และทฤษฎีบทการหารสงัเคราะห์  ซึง่ตอ่ไปนีจ้ะกลา่วถึงทฤษฎีบทตอ่ไปนี ้

            
                1.   ทฤษฎีบทเศษเหลือ  

                       กนก จยุค าวงศ์(2549:19) ได้กลา่วถึงการแยกตวัประกอบของพหนุาม   
มีความคล้ายกบัการแยกตวัประกอบของจ านวนจริง กลา่วคือ ตวัประกอบท่ีแยกได้จะต้องหาร 
พหนุามตวัเดมิลงตวัเสมอ ซึง่ถ้าหารลงตวัแสดงวา่เศษเป็นศนูย์ แตถ้่าหารไมล่งตวัแสดงวา่เศษ 
ไมเ่ป็นศนูย์ ทฤษฎีบทตอ่ไปนีจ้ะกลา่วถึงเศษของการหารพหนุาม P(x)  ด้วย x c   
เม่ือ c  เป็นจ านวนจริงใดๆ โดยไมต้่องด าเนินการหาร  
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           เม่ือ P(x)  คือพหนุาม   
     n n 1 n 2

n n 1 n 2 1 0a x a x a x ... a x a   
โดยท่ี n  เป็นจ านวนเตม็บวก และ  n n 1 n 2 1 0a ,a ,a ,...a ,a   เป็นจ านวนจริง ซึง่ na 0   
 

ทฤษฎีบท 10     ให้ c  และ P(x)  เป็นพหนุามของ x  จะได้วา่เศษเหลือจากการหาร  
   P(x)  ด้วย x c  ก็คือ คา่ของพหนุาม P(x)  เม่ือ x c  หรือ P(c)  นัน่เอง  
                           (มานสั บญุยงั,2545:51) 
 

   จากทฤษฎีบทท่ีกลา่วมาข้างต้น พบข้อสงัเกตวา่ 
   1.  ถ้า P(c) 0  แล้ว P(x)  มี x c  เป็นตวัประกอบ 
   2.  ถ้า c  เป็นรากของสมการ P(x) 0  แล้ว x c  เป็นตวัประกอบร่วม 
                                ของ P(x)  
     3.  ถ้า P(c) 0  แล้ว x c  หาร P(x)  ไมล่งตวัหรือ x c  ไมเ่ป็นตวัประกอบ 
                                ของ P(x)  
    

ตัวอย่างที่ 22   จงหาเศษเหลือเม่ือหาร    3 2x 3x 2x 15   ด้วย  x 4  

วิธีท า   ก าหนดให้  3 2P(x) x 3x 2x 15        
   จาก  x 4   จะได้  c 4  

   เศษเหลือจะเทา่กบั   3 2P(4) 4 3(4) 2(4) 15     

   64p(4 8 1) 24 5     
   p(4) 33  
   ดงันัน้  เศษเหลือเม่ือหาร    3 2x 3x 2x 15   ด้วย  x 4  เทา่กบั 33  
 

ตัวอย่างที่ 23    จงหาเศษเหลือเม่ือหาร    4 3x 5x 2x 5   ด้วย  x 2  

วิธีท า   ก าหนดให้  4 3P(x) x 5x 2x 5        
   จาก  x 2   จะได้  c 2  

   เศษเหลือจะเทา่กับ   4 2P( 2) ( 2) 5( 2) 2( 2) 5         

   16p( ) 0 42 2 5     
                 p( 32) 7   
   ดงันัน้  เศษเหลือเม่ือหาร    4 3x 5x 2x 5   ด้วย  x 2  เทา่กบั 37  
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ตัวอย่างที่ 24    ถ้า k  เป็นคา่คงตวัท่ีท าให้ x 2  หาร   5 4x 3x 6x k  เหลือเศษ 
         เท่ากบั 4  แล้ว k  มีคา่เทา่ใด 

วิธีท า   ก าหนดให้  5 4P(x) x 3x 6x k     
   จาก  x 2   จะได้  c 2  
   และเศษเหลือ  P(2) 4  

   จะได้วา่     5 4P(2) (2) 3(2) 6(2) k     

                               5 44 (2) 3(2) 6(2) k     

                                               4 32 48 12 k     
                                               k 8  
 

   ดงันัน้  k 8   ท่ีท าให้ x 2  หาร    5 4x 3x 6x k   เหลือเศษเทา่กบั 4  
 

 2.  ทฤษฎีบทตวัประกอบ  

            เม่ือ P(x)  คือพหนุาม   
     n n 1 n 2

n n 1 n 2 1 0a x a x a x ... a x a      
โดยท่ี n  เป็นจ านวนเตม็บวก  n n 1 n 2 1 0a ,a ,a ,...a ,a   เป็นจ านวนจริง ซึง่  na 0   
พหนุาม P(x)  จะมี x c  เป็นตวัประกอบ ก็ตอ่เม่ือ  P(c) 0  
 

ตัวอย่างที่ 25   จงแสดงวา่  x 2   เป็นตวัประกอบของ    3 2x 5x 2x 8  

วิธีท า  ก าหนดให้  3 2P(x) x 5x 2x 8        
  จาก  x 2   จะได้  c 2  

  เศษเหลือจะเทา่กบั 3 2P(2) 2 5(2) 2(2) 8     

  8 20 4 8P(2)     
                                                  P(2) 0  
  จะได้วา่  P(2) 0  

  นัน่คือ  เศษเหลือเม่ือหาร    3 2x 5x 2x 8   ด้วย x 2   เทา่กบั  0  

  ดงันัน้   x 2   เป็นตวัประกอบของ    3 2x 5x 2x 8  
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ตัวอย่างที่ 26   x 3  เป็นตวัประกอบของ 3 2x 7x 5x 75    หรือไม ่

วิธีท า  ก าหนดให้  3 2P(x) x 7x 5x 75     
  และจาก  x 3   จะได้  c 3  

  แทน  c 3  ใน P(x)   จะได้ 3 2P(3) (3) 7(3) 5(3) 75     

                                                      27 63P(3) 15 75     
                                                             P(3) 24  
  จะได้วา่ P(3) 0   

  นัน่คือ  เศษเหลือเม่ือหาร 3 2x 7x 5x 75    ด้วย x 3   เทา่กบั  24   

  ดงันัน้  x 3  ไมเ่ป็นตวัประกอบของ 3 2x 7x 5x 75    
 

            3.  ทฤษฎีบทตวัประกอบตรรกยะ 

         เม่ือ P(x)  คือพหนุาม   
     n n 1 n 2

n n 1 n 2 1 0a x a x a x ... a x a      
โดยท่ี  n  เป็นจ านวนเตม็บวก   n n 1 n 2 1 0a ,a ,a ,...a ,a   เป็นจ านวนเตม็  ซึง่  na 0       

ถ้า 
k

x
m

  เป็นตวัประกอบของพหนุาม  P(x)   โดยท่ี m และ k  เป็นจ านวนเตม็  ซึง่ m 0   

และ ห.ร.ม. ของ m  และ k   เทา่กบั 1 หรือ (k,m) 1  แล้ว m  หาร na  ลงตวั และ k  หาร 0a  
 

หมายเหตุ      สญัลกัษณ์  (k,m)  คือ ห.ร.ม. ของ k  กบั m  
 

ตัวอย่างที่ 27   จงหาตวัประกอบของ 3 26x 31x 30x 8    

วิธีท า  ก าหนดให้  3 2P(x) 6x 31x 30x 8     
  หาตวัประกอบของ 8  ได้แก่ 1, 2, 4, 8     

  และตวัประกอบของ 6  ได้แก่ 1, 2, 3, 6     

   เลือก k 1   และ m 2   ซึง่  ( 1,2) 1   

  จะได้ 
k 1
m 2


  

  แทนคา่  
k 1
m 2
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3 21 1 1 1

P 6 31 30 8
2 2 2 2
                    

       
 

        
6 31 30

8
8 4 2

     

        0  

  นัน่คือ          
1

P 0
2
   

 
 

  ดงันัน้  2x 1  เป็นตวัประกอบของ 3 26x 31x 30x 8    
 

              นอกจากนีย้งัมีตวัประกอบอีก 2  ตวั เราสามารถหาได้ท านองเดียวกนั                

นัน่คือ เลือก 
k
m
 จากตวัประกอบของ na  และ 0a  

 

               การแยกตวัประกอบของพหนุามซึ่งมีเลขชีก้ าลงัมากกว่าสองสามารถประยุกต์ใช้
จากทฤษฎีบทเศษเหลือ  ทฤษฎีบทตวัประกอบ และทฤษฎีบทตวัประกอบตรรกยะดงันี ้
 

 1.  หาจ านวนซึง่จะน ามาแทนคา่เป็น c  ใน P(c)  โดยหาจากตวัประกอบ 
                             ของคา่คงตวัของพหนุามท่ีต้องการแยกตวัประกอบ 
 2.  น า c  ท่ีได้มาแทนคา่ใน P(c)  
 3.  หาคา่ c  ซึง่ท าให้ P(c) 0  
 4.  น าคา่ c  ท่ีได้มาสร้างเป็น x c  ซึง่เป็นตวัประกอบของพหนุาม 
                              ท่ีต้องการแยกตวัประกอบ 
 5.  น า x c  ไปหารพหนุามท่ีต้องการแยกตวัประกอบ 
 6.  ผลหารท่ีได้อาจต้องน าไปแยกตวัประกอบด้วยวิธีอ่ืนอีก 
 7.  ตวัประกอบของพหนุามอยูใ่นรูปผลคณูของ x c  กบัพหนุาม 
                              ท่ีเป็นผลหาร 
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
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ตัวอย่างที่ 28 จงแยกตวัประกอบของ 3 2x 2x 23x 60    

วิธีท า   ก าหนดให้  3 2P(x) x 2x 23x 60     
  ตวัประกอบของ 60  ได้แก่   
  1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60             

  เลือก c 1   แทนใน P(x)  

 จะได้ 3 2P(1) 1 2(1) 23(1) 60     

                 P(1) 36  
  ดงันัน้ x 1  ไมเ่ป็นตวัประกอบของ 3 2x 2x 23x 60    
  เลือก c 5   แทนใน P(x)  

  จะได้   3 2P( 5) ( 5) 2( 5) 23( 5) 60         

                   P( 5) 0   
  ดงันัน้ x 5  เป็นตวัประกอบของ 3 2x 2x 23x 60    

  เพราะฉะนัน้  3 2 2x 2x 23x 60 (x 5)(x 7x 12)        

                                                                                 (x 5)(x 3)(x 4)     
  ดงันัน้             3 2x 2x 23x 60 (x 5)(x 3)(x 4)        
 

ตัวอย่างที่ 29 จงแยกตวัประกอบของ 4 3 2x 12x 42x 20x 75     

วิธีท า  ก าหนดให้ 4 3 2P(x) x 12x 42x 20x 75      
  ตวัประกอบของ 75  ได้แก่ 1, 3, 5, 15, 25, 75       

  เลือก c 1  แทนใน P(x)  

  จะได้    4 3 2P(1) 1 12(1) 42(1) 20(1) 75      

                                           1 12 42 20 75 0       
  นัน่คือ   P(1) 0  

  ดงันัน้  x 1  เป็นตวัประกอบของ  4 3 2x 12x 42x 20x 75     

  จะได้ 4 3 2 3 2x 12x 42x 20x 75 (x 1)(x 13x 55x 75)          
  จะเห็นวา่ผลหาร ยงัมีเลขชีก้ าลงัมากกวา่สอง ท าตอ่ไปอีกครัง้ 
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  ก าหนดให้ 3 2P(x) x 13x 55x 75     
  ตวัประกอบของ 75  ได้แก่ 1, 3, 5, 15, 25, 75       

  เลือก c 3  แทนใน P(x)  

  จะได้       3 2P( 3) ( 3) 13( 3) 55( 3) 75         

                                       
27 117 16P( 3)

P( 3)

5 75

0

   

 


 

  นัน่คือ      P( 3) 0   

  ดงันัน้  x 3  เป็นตวัประกอบของ 3 2x 13x 55x 75    

  เพราะฉะนัน้      3 2 2x 13x 55x 75 (x 3)(x 10x 25)        

  และ     4 3 2 2x 12x 42x 20x 75 (x 1)(x 3)(x 10x 25)          

                                                                                     (x 1)(x 3)(x 5)(x 5)      
  ดงันัน้  4 3 2x 12x 42x 20x 75 (x 1)(x 3)(x 5)(x 5)          
 

ตัวอย่างที่ 30 จงแยกตวัประกอบของ 3 212x 8x 13x 3    

วิธีท า   ก าหนดให้  3 2P(x) 12x 8x 13x 3     
   ตวัประกอบของ 3  ได้แก่ 1, 3   

   ตวัประกอบของ 12  ได้แก่ 1, 2, 3, 4, 6, 12       

   เลือก  
k 1
m 3
  แทนใน P(x)  

   จะได้   
3 21 1 1 1

P 12 8 13 3
3 3 3 3

       
              
       

 

                                                  

12 8 13
3

27 9 3
12 24 117 81
27 27 27 27

0

   

   



 

    นัน่คือ  
1

P 0
3

   
 

 

    ดงันัน้  3x 1   เป็นตวัประกอบของ 3 212x 8x 13x 3    
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    เพราะฉะนัน้   3 2 212x 8x 13x 3 (3x 1)(4x 4x 3)        

                                                                                       (3x 1)(2x 3)(2x 1)     
     ดงันัน้   3 212x 8x 13x 3 (3x 1)(2x 3)(2x 1)        
 

           จากตัวอย่างข้างต้น  จะเห็นว่าถ้า x c  เป็นตัวประกอบของ P(x)  แล้วต้องหา
ผลหารตอ่ไปจนกวา่ผลหารจะเป็นพหนุามเลขชีก้ าลงัสอง  แล้วจึงแยกตวัประกอบตอ่ไปก็จะได้ตวั
ประกอบแต่ละตวัมีเลขชีก้ าลงัเท่ากับหนึ่ง แต่การหาผลหารอาจมีหลายวิธีในการหา  ต่อไปนีจ้ะ
กลา่วถึงการหาผลหารโดยใช้ทฤษฎีบทการหารสงัเคราะห์ 
 

  4.  ทฤษฎีบทการหารสงัเคราะห์  
      การหารสงัเคราะห์เป็นวิธีการหาผลหารและเศษเหลือของการหารพหนุาม  
P(x)   ด้วย x c  เม่ือ c  ซึง่เป็นวิธีท่ีง่ายรวดเร็วประหยดัเวลา และสามารถน าไป
ประยกุต์ใช้ในการหาคา่ของพหนุาม P(x)  ท่ีจ านวนจริง c  ใดๆ ได้อีกด้วย 

 ก าหนดให้  P(x)  คือ   
     n n 1 n 2

n n 1 n 2 1 0a x a x a x ... a x a   
โดยท่ี n   เป็นจ านวนเตม็บวก   n n 1 n 2 1 0a ,a ,a ,...a ,a   เป็นจ านวนจริง  ซึง่  na 0  และ  
P(x)  หารด้วย  x c  เม่ือ  c 0  ได้ผลหาร Q(x)  และได้เศษเหลือ P(c)  จะมีวิธีการดงัตอ่ไปนี ้
 

1.  แถวท่ีหนึง่คือสมัประสิทธ์ิของตวัตัง้  P(x)  เรียงเลขชีก้ าลงัจากมากไปหาน้อยโดย
เร่ิมต้นจาก n n 1 n 2 0a ,a ,a ,...,a   และเขียน c  ไว้ข้างหน้า  na   
จากขัน้ตอนข้างต้นแสดงได้ดงันี ้

c  na  n 1a  n 2a  n 3a   1a      0a  
 

2.  แถวท่ีสามหลักท่ีหนึ่ง ก าหนดให้เป็น nb  ซึ่ง  n nb a  แล้วน า c  คูณ nb         
ได้  ncb  น าไปใส่ในแถวท่ีสองหลักท่ีสอง จากนัน้น า n 1a  บวกกับ ncb          
ได้  n 1b  ใสใ่นแถวท่ีสามหลกัท่ีสอง  จากขัน้ตอนข้างต้นแสดงได้ดงันี ้

c  na  n 1a  n 2a  n 3a   1a       0a  
  ncb       
 nb  n 1b       
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3.  น า  c  คณูกับ n 1b  จะได้  n 1cb  น าไปใส่ในแถวท่ีสองหลกัท่ีสาม จากนัน้น า 

n 2a  บวกกบั n 1cb  ได้  n 2b   ใสใ่นแถวท่ีสามหลกัท่ีสาม  
จากขัน้ตอนข้างต้นแสดงได้ดงันี ้

c  na  n 1a  n 2a  n 3a   1a      0a  
  ncb  n 1cb      
 nb  n 1b  n 2b      

 

4.  กระท าซ า้ตอ่ไปจนถึงตวัสดุท้ายได้ 0b  ท่ีได้จาก  0a  บวกกบั  1cb  จะได้ว่า  0b  
ก็คือ P(c)  เป็นเศษของการหารครัง้นี ้   จากขัน้ตอนข้างต้นแสดงได้ดงันี ้

 

c  na  n 1a  n 2a  n 3a   1a       0a  
  ncb  n 1cb  n 2cb   2cb       1cb  
 nb  n 1b  n 2b  n 3b   1b       0b  
   

  จากขัน้ตอนดงักลา่วจะได้ 
  n n 1 n 2 1b ,b ,b ,...b   เป็นสมัประสิทธ์ิของผลหารของการหาร  
  และ 0b  เป็นเศษของการหาร 

  ดงันัน้ ผลหารคือ n 1 n 2 n 3
n n 1 n 2 1b x b x b x ... b  

       เศษคือ  0b  
 

ตัวอย่างที่ 31   จงแสดง    3 2x 4x 6x 9   หารด้วย x 3  ลงตวั   
  โดยวิธีการหารสงัเคราะห์ 

วิธีท า               เรียงสมัประสิทธ์ิของตวัตัง้    3 2x 4x 6x 9   จากเลขชีก้ าลงัมากไปน้อย 
             จะได้ขัน้ตอนการหารสงัเคราะห์ดงันี ้

3  1 4  6  9  
  3  3  9  
 1 1 3  0  

     

                        นัน่คือ  เศษเหลือจากการหาร   3 2x 4x 6x 9  หารด้วย x 3  คือ 0  

  ดงันัน้    3 2x 4x 6x 9   หารด้วย  x 3  ลงตวั 
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ตัวอย่างที่ 32 จงหาผลหารและเศษเหลือจากการหาร     4 3 22x 3x 5x 7x 10           
 หารด้วย  x 1  โดยวิธีการหารสงัเคราะห์ 

วิธีท า  เรียงสมัประสิทธ์ิของตวัตัง้     4 3 22x 3x 5x 7x 10  จากเลขชีก้ าลงัมาก 
  ไปน้อย  จะได้ขัน้ตอนการหารสงัเคราะห์ดงันี ้
 

1 2  3  5  7  10  
  2  5  0  7  
 2  5  0  7  3  

  

  ดงันัน้     4 3 22x 3x 5x 7x 10   หารด้วย  x 1  

  ได้ผลหารคือ   3 22x 5x 7   และเศษเหลือเทา่กบั 3  
 
 1.3.3   การแก้สมการเลขชีก้ าลังสองตัวแปรเดียว 
 

   การแก้สมการเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว เป็นการหาค าตอบท่ีน าค าตอบมาแทน
คา่แล้วท าให้สมการเป็นจริง ซึง่ต้องน าความรู้ข้างต้นมาประกอบในการหาคา่ของสมการ ดงันิยาม
และวิธีแก้สมการตอ่ไปนี ้
 

บทนิยาม 4    การแก้สมการเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว หมายถึง การหาค าตอบท่ีสอดคล้อง 

                 กบัสมการ  2ax bx c 0     เม่ือ a,b,c  เป็นคา่คงตวั  ท่ี a 0  
 

     การแก้สมการเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว สามารถท าได้ 2  วิธี 
  วิธีท่ี  1    การแยกตวัประกอบ  มีหลกัการ ดงันี ้

                        1.   จดัสมการให้อยูใ่นรูป  2ax bx c 0    
    2.   แยกตวัประกอบของพหนุามเลขชีก้ าลงัสอง 
   3.   ใช้หลกัการท่ีวา่  เม่ือ a  และ b  เป็นจ านวนจริงใดๆ   
           ถ้า ab 0  แล้ว a 0  หรือ b 0    
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ตัวอย่างที่ 33   จงหาค าตอบของสมการ  23x 18x 0   

วิธีท า  จากสมการ    23x 18x 0   
  จะได้วา่           3x(x 6) 0   
             3x 0   หรือ  x 6 0   
  นัน่คือ                  x 0   หรือ  x 6  
  ดงันัน้  ค าตอบของสมการ คือ x 0  หรือ x 6  
 

ตัวอย่างที่ 34  จงหาค าตอบของสมการ    2x 7x 12 0    

วิธีท า              จากสมการ    2x 7x 12 0  
            จะได้วา่      (x 3)(x 4) 0    
      x 3 0    หรือ  x 4 0   
             นัน่คือ            x 3   หรือ  x 4  

             ดงันัน้   ค าตอบของสมการ    2x 7x 12 0   คือ  x 3   หรือ  x 4  
 

ตัวอย่างที่ 35   จงหาค าตอบของสมการ    24x 7x 3 0  

วิธีท า               จากสมการ    24x 7x 3 0  
             จะได้วา่      (4x 3)(x 1) 0    
        4x 3 0     หรือ  x 1 0   

              นัน่คือ                  
3

x
4
  หรือ  x 1 

              ดงันัน้  ค าตอบของสมการ    24x 7x 3 0   คือ  
3

x
4
  หรือ  x 1 

 

             วิธีท่ี 2  การใช้สตูร  มีหลกัการ ดงันี ้

                   1.  จดัสมการเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียวให้อยูใ่นรูป   2ax bx c 0  
               2.  ตรวจสอบวา่สมการเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียวมีค าตอบหรือไม ่ 

       โดยแทนคา่  2b 4ac  ได้ดงันี ้

    2.1   ถ้า 2b 4ac 0    แล้วสมการเลขชีก้ าลงัสอง 
             ตวัแปรเดียวมีค าตอบ 
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    2.2    ถ้า 2b 4ac 0    แล้วสมการเลขชีก้ าลงัสอง 
             ตวัแปรเดียวไมมี่ค าตอบ 
          3.  หาค าตอบของสมการ  มีดงันี ้

 3.1   ถ้า 2b 4ac 0    ค าตอบของสมการเลขชีก้ าลงัสอง 
          ตวัแปรเดียวมี 2  ค าตอบ คือ 

                                                         
2b b 4ac

x
2a

  
   และ 

2b b 4ac
x

2a
  

  

   3.2    ถ้า 2b 4ac 0    ค าตอบของสมการเลขชีก้ าลงัสอง 

            ตวัแปรเดียวมี 1 ค าตอบ คือ  
b

x
2a


  

    3.3    ถ้า 2b 4ac 0    ค าตอบของสมการเลขชีก้ าลงั สอง 
             ตวัแปรเดียวไมมี่ 
 

ตัวอย่างที่ 36 จงหาค าตอบของสมการ    2x 6x 3 0  

วิธีท า    จากสมการ    2x 6x 3 0  
  จะได้   a 1, b 6  และ  c 3  

  แทนคา่  2 2b 4ac 6 4(1)(3) 36 12 24 0        
  จะได้วา่ ค าตอบของสมการนี ้มี 2  ค าตอบ คือ 

                              
2b b 4ac

x
2a

  
   และ  

2b b 4ac
x

2a
  

  

  
26 6 4(1)(3)

x
2(1)

  
   และ  

26 6 4(1)(3)
x

2(1)
  

  

                
6 24

x
2

 
    และ  

6 24
x

2
 

  

                   x 3 6     และ  x 3 6   

  ดงันัน้  ค าตอบของสมการ    2x 6x 3 0   คือ  3 6   และ 3 6   
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ตัวอย่างที่ 37 จงหาค าตอบของสมการ    2x 6x 9 0  

วิธีท า    จากสมการ     2x 6x 9 0  
  จะได้   a 1, b 6  และ  c 9  

  แทนคา่  2 2b 4ac 6 4( 1)( 9) 36 36 0         
  จะได้วา่ ค าตอบของสมการนี ้มี 1 ค าตอบ คือ 

  
b 6

x 3
2a 2( 1)
 

  


 

  ดงันัน้  ค าตอบของสมการ     2x 6x 9 0  คือ  x 3   
 

ตัวอย่างที่ 38 จงหาค าตอบของสมการ  2x x 2 0    

วิธีท า    จากสมการ  2x x 2 0    
  ได้  a 1, b 1   และ  c 2  

  แทนคา่  2 2b 4ac 1 4(1)(2) 1 8 7 0        
  จะได้วา่  ไมมี่ค าตอบของสมการเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว 

  ดงันัน้  สมการ 2x x 2 0     ไมมี่ค าตอบ 
 

ตัวอย่างที่ 39 สนามแหง่หนึง่มีความกว้าง 2x 2  เมตร ยาว 3x 1  เมตร ถ้าสนาม 
  แหง่นีมี้พืน้ท่ี 168  ตารางเมตร  สนามมีความยาวรอบรูปเทา่ไร 
วิธีท า  โจทย์ก าหนดให้   ความกว้าง 2x 2  เมตร 
     ความยาว 3x 1  เมตร 
    พืน้ท่ีสนาม 168  ตารางเมตร 
  จากสตูรการหา  พืน้ท่ีสนาม   ความกว้าง ความยาว 

                                   168 (2x 2)(3x 1)    

                                         2168 6x 4x 2    
                       26x 4x 170 0    
                   23x 2x 85 0    
 

  ตอ่ไปจะหาคา่ x  โดยการใช้สตูร 
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  จากสมการ  23x 2x 85 0    
  จะได้  a 3, b 2    และ c 85  

  แทนคา่  2 2b 4ac 2 4(3)( 85) 4 1,020 1,024 0         
  จะได้วา่  ค าตอบของสมการนีมี้  2  ค าตอบ คือ 

           
2b b 4ac

x
2a

  
   และ  

2b b 4ac
x

2a
  

  

  
22 2 4(3)( 85)

x
2(3)

   
   และ  

22 2 4(3)( 85)
x

2(3)
   

  

                 
2 1,024

x
6

 
    และ  

2 1,024
x

6
 

  

                     
2 32

x
6

 
    และ  

2 32
x

6
 

  

                                 x 5    และ  
17

x
3

  

  เน่ืองจากความยาวเป็นจ านวนจริงบวก ดงันัน้  x 5   จงึเป็นค าตอบเทา่นัน้ 
  ดงันัน้  สนามมีความยาวรอบรูป 2[2(5) 2] [3(5) 1] 52     เมตร 
 

ตัวอย่างที่ 40 ก าลงัสองของจ านวนหนึง่ลบด้วยห้าเทา่ของจ านวนนัน้มีคา่เป็น 66   
  จ านวนนัน้มีคา่เทา่ใด 
วิธีท า  ก าหนดให้   จ านวนนัน้เป็น x  

   ก าลงัสองของจ านวนนัน้เป็น 2x  
   ห้าเทา่ของจ านวนนัน้เป็น 5x  

  จะได้วา่ 2x 5x 66   

             2x 5x 66 0    
  จะหาคา่ของ x  โดยวิธีการแยกตวัประกอบ  จะได้ 

                      (x 11)(x 6) 0    
  จะได้วา่    x 11 0     หรือ  x 6 0   
             x 11   หรือ  x 6  
  ดงันัน้   จ านวนนัน้ คือ 11, 6    
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   1.3.4    การแก้สมการเลขชีก้ าลังมากกว่าสอง 
        การแก้สมการเลขชีก้ าลงัมากกว่าสองสามารถท าได้โดยการแยกตวัประกอบของ
พหุนามให้อยู่ในรูปผลคูณของพหุนามซึ่งตัวแปรมีเลขชีก้ าลังเป็นหนึ่ง  แล้วจึงหาค าตอบของ
สมการ  ส าหรับการแยกตวัประกอบของพหนุามท าได้โดยการแยกตวัประกอบด้วยวิธีต่างๆ หรือ
การใช้ทฤษฎีบทเศษเหลือ  ทฤษฎีบทตวัประกอบ ทฤษฎีบทตวัประกอบตรรกยะ และทฤษฎีบท
การหารสงัเคราะห์  ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 41 จงหาค าตอบของสมการ  3 26x 13x 5x 0    

วิธีท า   จากสมการ           3 26x 13x 5x 0    

     
2x(6x 13x 5) 0

x(2x 5)(3x 1) 0

  

  
     

   x 0  หรือ  2x 5 0   หรือ 3x 1 0   

   จะได้ x 0  หรือ  
5

x
2

    หรือ  
1

x
3

  

   ดงันัน้   ค าตอบของสมการนี ้ คือ  x 0  หรือ  
5

x
2

    หรือ  
1

x
3

  

 

ตัวอย่างที่ 42 จงหาเซตค าตอบของสมการ     3 2x x 5x 3 0  

วิธีท า  ก าหนดให้    3 2P(x) x x 5x 3     
  เลือก  x 3   แทนใน  P(x)  

  จะได้  3 2P(3) (3) (3) 5(3) 3 27 9 15 3 0          

  นัน่คือ  x 3  หาร    3 2x x 5x 3  ลงตวั 

 ตอ่ไปจะหาผลหารจากการหาร   3 2x x 5x 3  ด้วย x 3  
 โดยวิธีการหารสงัเคราะห์ 

3  1 1 5  3  
  3  6  3  
 1 2  1 0  

 

  นัน่คือ  ผลหารจากการหาร   3 2x x 5x 3  ด้วย x 3  คือ  2x 2x 1 
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              ได้วา่            3 2 2x x 5x 3 (x 3)(x 2x 1) (x 3)(x 1)(x 1)  

           และพิจารณา     3 2x x 5x 3 0    
  จะได้             (x 3)(x 1)(x 1) 0  
  นัน่คือ                                        x 3, 1, 1 
  ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้คือ   1,3  
 

ตัวอย่างที่ 43 จงหาเซตค าตอบของ     3 2x 2x x 2 0  

วิธีท า  ก าหนดให้    3 2P(x) x 2x x 2     
  เลือก  x 1  แทนใน  P(x)  

  จะได้  3 2P(1) (1) 2(1) (1) 2 1 2 1 2 0          

  นัน่คือ  x 1 หาร    3 2x 2x x 2  ลงตวั 

  ตอ่ไปจะหาผลหารจากการหาร   3 2x 2x x 2  ด้วย x 1 
  โดยวิธีการหารสงัเคราะห์ 

1 1 2  1 2  
  1 1 2  
 1 1 2  0  

 

  นัน่คือ  ผลหารจากการหาร   3 2x 2x x 2  ด้วย x 1 คือ  2x x 2  

  ได้วา่            3 2 2x 2x x 2 (x 1)(x x 2) (x 1)(x 2)(x 1) 

  และพิจารณา     3 2x 2x x 2 0    
  จะได้              (x 1)(x 2)(x 1) 0  
  นัน่คือ                                        x 1,2, 1 
  ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้คือ   1,1,2  
 
 1.3.5   สมบัตขิองการไม่เท่ากัน 
 
 

                     ในการเปรียบเทียบจ านวนสองจ านวน  นอกจากการเปรียบเทียบวา่เทา่กนัและ 
ไม่เท่ากัน  ยังมีการเปรียบเทียบว่ามากกว่าหรือน้อยกว่าได้โดยการเขียนให้อยู่ในรูปประโยค
สญัลกัษณ์  เชน่  ก าหนดให้  n   แทนจ านวนเตม็ 
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           n 5   หมายถึง  จ านวนเต็มทกุจ านวนท่ีมากกวา่ 5   เชน่  6,7,8,...  
           n 1   หมายถึง  จ านวนเตม็ทกุจ านวนท่ีน้อยกวา่หรือเทา่กบั 1  เชน่    

                                      1,0, 1, 2,...  
           n 4   หมายถึง  จ านวนเต็มทกุจ านวนท่ีไมเ่ทา่กบั 4  เชน่       

                                       ..., 2, 1,0,1,2,3,5,...  
 
บทนิยาม 9    ก าหนดให้  a,b   เป็นจ านวนจริงใดๆ  จะได้วา่ 

1.  a b   หมายถึง  a   น้อยกวา่  b  
2.  a b   หมายถึง  a   มากกวา่  b  
3.  a b   หมายถึง  a   น้อยกวา่หรือเทา่กบั  b  
4.  a b   หมายถึง  a   มากกวา่หรือเทา่กบั  b  
5.   a b c   หมายถึง  a b    และ  b c  
6.   a b c   หมายถึง  a b    และ  b c  
7.   a b c   หมายถึง  a b    และ  b c  
8.   a b c   หมายถึง  a b    และ  b c  
 

 จากบทนิยามข้างต้น ท าให้ได้ความสมัพนัธ์เก่ียวกบัการไมเ่ทา่กนั ดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้
 

    1.3.5.1   สมบตัไิตรวิภาค 
          สมบตัไิตรวิภาค  กลา่วไว้วา่  ถ้า a  และ b  เป็นจ านวนจริง  
    แล้ว a,b  เป็นอย่างใดอยา่งหนึง่ใน 3  กรณีนี ้

1.  a b  
2.  a b  
3.  a b  

 

    1.3.5.2     สมบตัขิองการไมเ่ทา่กนั   
                            ให้ a,b,c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  สมบตัิการถ่ายทอด   
     ถ้า a b  และ b c   แล้ว  a c  
2.  สมบตัิการบวกด้วยจ านวนท่ีเทา่กนั   
     ถ้า  a b  แล้ว    a c b c  

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



38 
 

3.  สมบตัิการคณูด้วยจ านวนท่ีเทา่กนั   
  กรณี  1  ถ้า  a b   และ  c 0  แล้ว  ac bc  
  กรณี  2   ถ้า  a b   และ  c 0   แล้ว  ac bc  
4.  สมบตัิการตดัออกส าหรับการบวก   
     ถ้า    a c b c   แล้ว  a b  
5.  สมบตัิการตดัออกส าหรับการคณู 
  กรณี  1  ถ้า  ac bc  และ c 0   แล้ว  a b  
  กรณี  2   ถ้า  ac bc  และ c 0   แล้ว  a b  
6.  ถ้า  a 0   และ b 0   แล้ว  ab 0  
7.  ถ้า  a 0   และ b 0   แล้ว  ab 0  
8.  ถ้า  a 0   และ b 0   แล้ว  ab 0  
9.  ถ้า  a 0   และ b 0   แล้ว  ab 0  

 

ตัวอย่างที่ 44     ข้อความตอ่ไปนีเ้ป็นจริงหรือเท็จ 
1)  1  เป็นจ านวนเตม็บวกท่ีมีคา่น้อยท่ีสดุ 
2)  ถ้า a  เป็นจ านวนจริงลบ  แล้ว   a 0  
3)  ถ้า  a   และ b  เป็นจ านวนจริง และ  a b  แล้ว  a b 0  
4)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ b 0    

ถ้า  a b   แล้ว  
1 1
a b

 

5)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง  ถ้า  a b   แล้ว   a b  

6)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง  ถ้า  a b   แล้ว  2 2a b  

7)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง  ถ้า  2 2a b   แล้ว  a b  
วิธีท า 

1)  1  เป็นจ านวนเตม็บวกท่ีมีคา่น้อยท่ีสดุ 
                    เป็นจริง 

2)  ถ้า a  เป็นจ านวนจริงลบ  แล้ว   a 0   
                   เป็นเท็จ 

3)  ถ้า  a   และ b  เป็นจ านวนจริง และ  a b  แล้ว  a b 0  
                   เป็นจริง 
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4)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ b 0    

 ถ้า  a b   แล้ว  
1 1
a b

 

                   เป็นเท็จ 
5)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง  ถ้า  a b   แล้ว   a b  

                    เป็นจริง 

6)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง  ถ้า  a b   แล้ว  2 2a b  
  เป็นเท็จ 

7)  ก าหนด a   และ b  เป็นจ านวนจริง  ถ้า  2 2a b   แล้ว  a b  
เป็นเท็จ 
 

     1.3.5.3   ช่วง 
 

บทนิยาม 10  ชว่ง (Interval) หมายถึง เซตย่อยของจ านวนจริงท่ีมีสมาชิกเป็นจ านวนอนนัต์และ 
                      สมาชิกมีความตอ่เน่ืองกนัจนไมส่ามารถแยกออกจากกนัได้ 
              ชว่ง  ในจ านวนจริงแบง่ออกเป็น 2  ลกัษณะ  คือ 

1.  ชว่งจ ากดั  (Finite  interval) 
2.  ชว่งอนนัต์ (Infinite interval) 

     ชว่งจ ากดั หมายถึง  ช่วงท่ีก าหนดจดุเร่ิมต้นและจดุปลายโดยมีขอบเขตชดัเจน  
ชว่งจ ากดัมี  4   ลกัษณะดงันี ้ 
             ให้ a,b  เป็นจ านวนจริงใดๆ  โดยท่ี  a b   

         1. ชว่งเปิด (Open  interval)  เขียนแทนด้วย  a,b   หมายถึง   

              x a x b    เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 
 
        2. ชว่งปิด  (Closed  interval)  เขียนแทนด้วย   a,b   หมายถึง   

             x a x b    เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 
 
 

a  b  

a  b  
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        3. ชว่งคร่ึงเปิด (Half-open interval) เขียนแทนด้วย  a,b  หมายถึง 

                       x a x b    เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 
 

                    4. ชว่งคร่ึงเปิด  (Half-open interval)  เขียนแทนด้วย   a,b   หมายถึง               

                         x a x b    เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 

   
  ชว่งอนนัต์  หมายถึง  ช่วงท่ีไมมี่จดุปลายหรือจดุเร่ิมต้น   
ชว่งอนนัต์มี  5   ลกัษณะดงันี ้
          ให้ a  เป็นจ านวนจริงใดๆ   

1. ชว่ง   a,  หมายถึง   x x a  
          เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 

 
2. ชว่ง   a,  หมายถึง   x x a  

           เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 

 
3. ชว่ง   ,a  หมายถึง   x x a  

           เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 

 
4. ชว่ง   ,a  หมายถึง   x x a  

           เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 

 
 

a  b  

a  b  

a  

a  

a  
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5. ชว่ง   ,  หมายถึง  เซตของจ านวนจริง    
           เขียนแทนด้วยเส้นจ านวนดงันี ้
 

 
  

 1.3.6   การแก้อสมการ 
   การแก้อสมการ เป็นการแก้อสมการหาค าตอบท่ีท าให้อสมการเป็นจริง ซึ่งต้อง
อาศยัสมบตัขิองจ านวนจริงในการหาค าตอบ ดงันิยามและวิธีการหาค าตอบตอ่ไปนี ้
 

บทนิยาม 11   อสมการ หมายถึง ประโยคสญัลกัษณ์ท่ีกลา่วถึง  ความสมัพนัธ์ของตวัแปร 
                       กบัจ านวนใดๆ  โดยมีเคร่ืองหมาย      , , , ,  เป็นตวัระบคุวาม 

                       สมัพนัธ์ของตวัแปรและจ านวนดงักลา่ว 
 

     การแก้อสมการ  หมายถึง  การหาเซตค าตอบของอสมการหรือเซตท่ีมีสมาชิกเป็น
จ านวนจริง ซึง่เม่ือน าสมาชิกเหลา่นีไ้ปแทนคา่ตวัแปรในอสมการแล้วท าให้อสมการเป็นจริง 
 

        ค าตอบของอสมการ  หมายถึง  จ านวนท่ีแทนตวัแปรในอสมการแล้วท าให้
อสมการเป็นจริงหรือสอดคล้องกบัอสมการนัน้ 
 

        เซตค าตอบของอสมการ  หมายถึง  เซตของจ านวนทัง้หมดท่ีแทนตวัแปรใน
อสมการแล้วท าให้อสมการเป็นจริงหรือสอดคล้องกบัอสมการนัน้ 
 

        ในการแก้อสมการหรือหาเซตค าตอบของอสมการ จะต้องอาศยัสมบตักิารไม่
เทา่กนั ท่ีกลา่วมาข้างต้นมาใช้ในการหาเซตค าตอบ 
 

                        หลกัในการแก้อสมการเลขชีก้ าลงัหนึง่ตวัแปรเดียว 
               เราอาศยัสมบตัขิองการไมเ่ทา่กนัตอ่ไปนี ้ ในการแก้อสมการ   
         ถ้า a,b,c  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  สมบตักิารบวกด้วยจ านวนท่ีเทา่กนั  ถ้า  a b  แล้ว    a c b c  
2.  สมบตักิารคณูด้วยจ านวนท่ีเท่ากนั   

 กรณี  1  ถ้า  a b   และ  c 0  แล้ว  ac bc  
 กรณี  2   ถ้า  a b   และ  c 0   แล้ว  ac bc  
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ตัวอย่างที่ 45    จงหาเซตค าตอบของอสมการ   2x 1 9    
วิธีท า   จากอสมการ   2x 1 9  
   น า ( 1)  บวกทัง้สองข้างของอสมการ 
   จะได้       2x 1 ( 1) 9 ( 1)  

                                                    2x 8  

  น า  
1
2
  คณูทัง้สองข้างของอสมการ 

  จะได้            
1 1

(2x) (8)
2 2

 

                                                      x 4  
 

  เขียนบนเส้นจ านวน  จะได้ 
 
          ดงันัน้  เซตค าตอบของอสมการนี ้ คือ   ,4  
 

ตัวอย่างที่ 46 จงหาเซตค าตอบของอสมการ    4x 5 2x 5    
วิธีท า  จากอสมการ                 4x 5 2x 5  
         จะได้                            4x 5 5 2x 5 5  

                       4x 2x 10  
                                                               4x 2x 2x 10 2x  
                                                                    2x 10  
                                                                      x 5  
 

  เขียนบนเส้นจ านวน  จะได้วา่ 
 
 

  ดงันัน้ เซตค าตอบของอสมการนี ้ คือ   , 5                      
 
 หลกัการแก้อสมการเลขชีก้ าลงัมากกวา่หนึง่ มีดงันี ้

1. วิธีโดยตรง 
    ขัน้ท่ี  1  ท าอสมการท่ีอยูใ่นรูปขวามือให้เป็น 0   
    ขัน้ท่ี   2   ซ้ายมือของอสมการ  ต้องท าให้อยูใ่นรูปผลคณูของตวัประกอบท่ีมีเลขชีก้ าลงั 

4  

5  
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           เทา่กบัหนึง่  โดยท่ีสมัประสิทธ์ิหน้าตวัแปรต้องเป็นจ านวนจริงบวก 
    ขัน้ท่ี  3  หาเซตค าตอบของอสมการ  โดยแยกกรณีคดิดงัตอ่ไปนี ้

1)   ถ้า   x y 0   แล้วจะต้องแบง่เป็น  2   กรณีดงันี ้
        กรณี  1  x 0   และ y 0   หรือ 
        กรณี  2   x 0   และ  y 0  
2)   ถ้า   x y 0   แล้วจะต้องแบง่เป็น  2   กรณีดงันี ้
        กรณี  1  x 0   และ y 0   หรือ 
        กรณี  2   x 0   และ  y 0  
3)   ถ้า   x y 0   แล้วจะต้องแบง่เป็น  2   กรณีดงันี ้
        กรณี  1  x 0   และ y 0   หรือ 
        กรณี  1  x 0   และ  y 0  
4)   ถ้า   x y 0   แล้วจะต้องแบง่เป็น  2   กรณีดงันี ้
  กรณี  1  x 0   และ y 0   หรือ 
 กรณี  2   x 0   และ  y 0  

หมายเหตุ   1.  ถ้าเช่ือมสว่นตา่งๆของอสมการด้วย หรือ  ให้น าค าตอบแตล่ะชว่งมา   
                           Union กนั 
      2.  ถ้าเช่ือมสว่นตา่งๆของอสมการด้วย  และ  ให้น าค าตอบแตล่ะชว่งมา  
                           Intersection กนั 
 

ตัวอย่างที่ 47   จงหาเซตค าตอบของอสมการ    2x 3x 4 0  

วิธีท า         จากอสมการ    2x 3x 4 0  
         จะได้วา่         (x 4)(x 1) 0  
         กรณี 1            x 4 0   และ   x 1 0  
         จะได้วา่               x 4    และ  x 1 
         เขียนบนเส้นจ านวน  จะได้วา่ 
 
 
 
          ดงันัน้  เม่ือ   x 4 0    และ   x 1 0  แล้วจะได้วา่    1 x 4  
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          หรือกรณี 2    x 4 0   และ   x 1 0  
          จะได้วา่              x 4   และ  x 1 
          เขียนบนเส้นจ านวน  จะได้วา่ 
 
 
 
          ดงันัน้  เม่ือ   x 4 0   และ   x 1 0    เป็นเซตวา่ง 
          น ากรณี 1 และ กรณี 2   มา Union กนั  จะได้ 
 
 
 

        นัน่คือ  เซตค าตอบของ   2x 3x 4 0  คือ  x 1 x 4     
                          หรือ  1,4  
 

ตัวอย่างท่ี 48    จงหาเซตค าตอบของ    (x 3)(x 4) 0  
วิธีท า          จากอสมการ    (x 3)(x 4) 0  
  กรณี 1   x 3 0   และ   x 4 0  
  จะได้วา่       x 3   และ  x 4  
  เขียนบนเส้นจ านวน  จะได้วา่ 
 
 
   
  ดงันัน้  เม่ือ   x 3 0   และ   x 4 0  แล้วจะได้วา่  x 4  
  หรือกรณี 2   x 3 0   และ   x 4 0  
  จะได้วา่             x 3   และ  x 4  
  เขียนบนเส้นจ านวน  จะได้วา่ 
 
 
   
  ดงันัน้  เม่ือ   x 3 0   และ   x 4 0  แล้วจะได้วา่  x 3  

1  4  

1  4  

3  4  

3  4  
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  น ากรณี 1 และ กรณี 2   มา Union กนั  จะได้ 
 
 
 
 

  นัน่คือ  เซตค าตอบของ   (x 3)(x 4) 0  คือ     ,3 4,    
 
                 2.   วิธีลดั  มีขัน้ตอนดงันี ้

                   ขัน้ท่ี  1   ท าอสมการท่ีอยูใ่นรูปขวามือให้เป็น 0  
                   ขัน้ท่ี  2    ซ้ายมือของอสมการ  ต้องท าให้อยูใ่นรูปผลคณูของ    
                                   ตวัประกอบเลขชีก้ าลงัหนึง่  โดยท่ีสมัประสิทธ์ิหน้าตวัแปร  
                                  ต้องเป็นจ านวนจริงบวก 
                   ขัน้ท่ี  3   น าขอบเขตค าตอบของอสมการในขัน้ท่ี  2   มาเขียนลงบน 
                                  เส้นจ านวน โดยเรียงจากน้อยไปมากและใสเ่คร่ืองหมาย  ในชอ่ง 
                                  ขวามือสดุก่อน  แล้วใสม่าทางซ้ายมือเป็น   , , ,...   สลบักนั 
                ไปจนครบทกุชอ่ง 
             ขัน้ท่ี  4    พิจารณาชว่งค าตอบ  ดงันี ้

                    ค าตอบของอสมการ   อยูใ่นชว่งท่ีมีเคร่ืองหมาย    
                                 ไมร่วมจดุบนเส้นจ านวน 
                            ค าตอบของอสมการ   อยูใ่นชว่งท่ีมีเคร่ืองหมาย    
                                       รวมจดุบนเส้นจ านวน 
                            ค าตอบของอสมการ   อยูใ่นชว่งท่ีมีเคร่ืองหมาย    
                                       ไมร่วมจดุบนเส้นจ านวน 
                            ค าตอบของอสมการ   อยูใ่นชว่งท่ีมีเคร่ืองหมาย    
                                        รวมจดุบนเส้นจ านวน 
 

ตัวอย่างที่ 49   จงหาเซตค าตอบของอสมการ     26x x 12 0  

วิธีท า   จากอสมการ        26x x 12 0  
 จะได้   (3x 4)(2x 3) 0  

3  4  
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 จะได้จดุขอบเขต                 
4 3

x ,
3 2

 

 พิจารณาชว่งค าตอบ 
 
 
 

 ดงันัน้  เซตค าตอบของ    26x x 12 0  คือ 
4 3

,
3 2

 
 
 

 

 
 

ตัวอย่างที่ 50  จงหาเซตค าตอบของ     (x 1)(x 2)(x 3) 0  
วิธีท า  จากอสมการ       (x 1)(x 2)(x 3) 0  
  จะได้จดุขอบเขต   x 1, 2, 3  
  พิจารณาชว่งค าตอบ 
  
 
 ดงันัน้  เซตค าตอบของ    (x 1)(x 2)(x 3) 0  คือ    3, 2 1,      
 

ตัวอย่างที่ 51  จงหาเซตค าตอบของอสมการ  
 


2

(x 1)(2x 1)
0

x 1
 

วิธีท า  จากอสมการ 
 


2

(x 1)(2x 1)
0

x 1
 

  จะได้  
 


 

(x 1)(2x 1)
0

(x 1)(x 1)
 

           
(2x 1)

0 ,x 1,1
(x 1)


  


 

  จะได้จดุขอบเขต   
1

x , 1
2

 

  พิจารณาชว่งค าตอบ 
 
 
 

4
3

  
3
2

 
      

3        2  1    

1 1  1
2
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 ดงันัน้ เซตค าตอบของ 
 


2

(x 1)(2x 1)
0

x 1
 คือ 

                           
1

, 1 ,1 1,
2
      

 

 

1.4  ค่าสัมบูรณ์ 
  คา่สมับรูณ์ของจ านวนจริง  เม่ือก าหนดให้  a   เป็นจ านวนจริง  ระยะจากจดุท่ีแทน 0   
ถึงจดุท่ีแทนจ านวนจริง  a   เรียกวา่  คา่สมับรูณ์ของจ านวนจริง a   เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์  a   
เชน่   

6    หมายถึง ระยะจากจดุ 0   ถึงจดุท่ีแทนจ านวน 6   ซึง่เทา่กบั  6   หนว่ย   
     ดงันัน้  6 6  

           6  หมายถึง ระยะจากจดุ 0   ถึงจดุท่ีแทนจ านวน  6   ซึง่เทา่กบั  6   หน่วย   
      ดงันัน้  6 6   
 

บทนิยาม 12   คา่สมับรูณ์ของจ านวนจริง a  สรุปเป็นกรณีทัว่ไปได้ 3   กรณีดงันี ้ 
                       เม่ือ a  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  ถ้า  a   เป็นจ านวนจริงบวก  แล้ว  a a    

2.  ถ้า  a   เป็นจ านวนจริงลบ    แล้ว  a a    
3.  ถ้า  a   เป็นจ านวนจริงศนูย์  แล้ว  a 0    

   หรือ   

a ; a 0

a a ; a 0

0 ; a 0

 


  
 


 

 
 1.4.1   สมบัตขิองค่าสัมบูรณ์   
                เม่ือ  x  และ  y  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

1.  x x   

2.  xy x y  

3.  
x x
y y
   เม่ือ y 0  
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4.   x y y x    

5.   2 22x x x   

6.   x y x y    

7.   เม่ือ  a   เป็นจ านวนจริงบวก 
   x a   หมายถึง    a x a  
   x a   หมายถึง    a x a  

8.   เม่ือ  a   เป็นจ านวนจริงบวก 
 x a   หมายถึง  x a   หรือ  x a  

      x a   หมายถึง  x a   หรือ  x a  
 

ตัวอย่างที่ 52   จงหาคา่ของ 

1)  5    
2)  0.5    
3)  8 3    
4)  12 6      

วิธีท า   
1)  5 ( 5) 5       

2)  0.5 ( 0.5) 0.5       

3)  8 3 11 11      
4)  12 6 ( 12) ( ( 6)) 12 6 18              

 
 1.4.2   การแก้สมการในรูปค่าสัมบูรณ์ 
              สมการในรูปคา่สมับรูณ์  คือ  สมการท่ีตวัแปรตดิอยูใ่นรูปคา่สมับรูณ์   
       การแก้สมการในรูปคา่สมับรูณ์  ท าได้โดยการจดัรูปสมการให้อยู่ในรูปสมการท่ีไม่
มีคา่สมับรูณ์ 
                      เม่ือพิจารณาบนเส้นจ านวน x a   หมายถึง  จดุแทน x  อยูห่า่งจากจดุแทน 0  
อยู ่a  หนว่ย  เม่ือ a  เป็นจ านวนจริงบวก  เชน่  x 2   จดุแทน x  คือจดุท่ีอยูห่า่งจากจดุแทน 0  

อยู ่ 2  หนว่ย  ซึง่จดุทัง้สองจดุท่ีแทนด้วย  2   และ  2  แสดงบนเส้นจ านวนได้ดงันี ้
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เม่ือ  a  เป็นจ านวนจริงบวก  เซตค าตอบของ  x a   คือ   a,a  
หมายเหตุ 

1. ถ้า a 0  แล้ว  ค าตอบของสมการ x 0   มีค าตอบเดียว คือ x 0  
2. ถ้า a 0  แล้ว  ค าตอบของสมการ x a   มี  2   ค าตอบ คือ x a    

 และ x a  
3. ถ้า a 0   แล้ว  ค าตอบของสมการ x a   ไมมี่ค าตอบ 

 

ตัวอย่างที่ 53     จงหาค าตอบของสมการ 2x 6 10   

วิธีท า          จากสมการ 2x 6 10   

  จะได้             2x 6 10    หรือ  2x 6 10   

       2x 16   หรือ  2x 4  

         x 8     หรือ   x 2  
  ตรวจสอบ  แทน  x 8  ในสมการ    2x 6 10   

  จะได้                                  2(8) 6 10   

                                         10 10  

                                           10 10    เป็นจริง 
  ตรวจสอบ  แทน  x 2  ในสมการ 2x 6 10   

  จะได้                               2( 2) 6 10    

                                      10 10   
                                           10 10    เป็นจริง 
  ดงันัน้  ค าตอบของสมการนี ้ คือ  x 8  หรือ x 2  
 

ตัวอย่างที่ 54     จงหาเซตค าตอบของสมการ  2x 1 x 5    

วิธีท า  จากสมการ  2x 1 x 5    

  จะได้                          2x 1 x 5    หรือ    2x 1 (x 5)  
                                            2x x 5 1   หรือ  2x x 1 5    

 2  0  2  
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                                                       x 6  หรือ  
4

x
3

 

  ตรวจสอบ  แทน  x 6  ในสมการ   2x 1 x 5    

    จะได้                                     2(6) 1 6 5    

                                        11 11  

                                          11 11   เป็นจริง 

   ตรวจสอบ  แทน  
4

x
3


  ในสมการ 2x 1 x 5    

   จะได้                            
4 4

2 1 5
3 3

 
    
 

 

                                    
8 3 4 15
3 3 3 3

     

                                          
11 11
3 3

   

                                                                              
11 11
3 3
   เป็นจริง 

   ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   4
,6

3
   

 

ตัวอย่างที่ 55    จงหาเซตค าตอบของสมการ  4x 3 3x 1    
วิธีท า   จากสมการ             4x 3 3x 1    

   จะได้                   2 24x 3 3x 1    

                                    2 2(4x 3) (3x 1)    
                                 2 2(4x 3) (3x 1) 0     
               [(4x 3) (3x 1)][(4x 3) (3x 1)] 0        
                                                                 (x 4)(7x 2) 0    

                                                                                       
2

x 4,
7

    

   ตรวจสอบ  แทน  x 4  ในสมการ      4x 3 3x 1    
   จะได้                                  4(4) 3 3(4) 1    
                                           13 13  
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                                            13 13   เป็นจริง 

   ตรวจสอบ  แทน  
2

x
7

  ในสมการ     4x 3 3x 1    

   จะได้                              
2 2

4 3 3 1
7 7

        
   

 

                                   
8 21 6 7
7 7 7 7
    

                                      
13 13
7 7

   

                                                              
13 13
7 7
   เป็นจริง 

   ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   2
,4

7
  

 

ตัวอย่างที่ 56    จงหาเซตค าตอบของสมการ 2x 5 3x 1    
วิธีท า   จากสมการ           2x 5 3x 1    

       2 2( 2x 5 ) (3x 1)    

         2 2(2x 5) (3x 1)    

                                             2 24x 20x 25 9x 6x 1      
                             25x 26x 24 0    
                              (5x 4)(x 6) 0    
                               5x 4 0   หรือ  x 6 0   

    
4

x
5

   หรือ  x 6  

   ตรวจสอบ  แทน  
4

x
5

  ใน  2x 5 3x 1    

   จะได้              
4 4

2 5 3 1
5 5

   
       
   

 

                    
8 25 12 5
5 5 5 5

     

                               
17 17
5 5
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17 17
5 5
   เป็นเท็จ 

   ตรวจสอบ  แทน  x 6  ใน  2x 5 3x 1    
   จะได้               2(6) 5 3(6) 1    

                         17 17  
                           17 17   เป็นจริง 
   ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้คือ  6  
 
 1.4.3   การแก้อสมการในรูปค่าสัมบูรณ์ 
 

                       อสมการในรูปคา่สมับรูณ์  คือ  อสมการท่ีตวัแปรติดอยูใ่นรูปคา่สมับรูณ์   
การแก้อสมการในรูปคา่สมับรูณ์  ท าได้โดยการจดัรูปอสมการให้อยูใ่นรูปอสมการท่ีไม่มี 
คา่สมับรูณ์  พิจารณาอสมการในรูป  x a  และ  x a   เม่ือ a  เป็นจ านวนจริงบวก 

โดยอาศยับทนิยามของคา่สมับรูณ์  และใช้เส้นจ านวนเป็นเคร่ืองชว่ย  จะได้วา่ 
 

 x a  หมายถึง  จดุท่ีแทน x  อยูห่่างจากจดุท่ีแทน 0  น้อยกวา่ a  หนว่ย  

 นัน่คือ   x a  มีความหมายตรงกบัอสมการ  a x   และ  x a   
  ซึง่เขียนรวมกนัเป็น    a x a  
 

 x a  หมายถึง จดุท่ีแทน x  อยูห่า่งจากจดุท่ีแทน 0   น้อยกว่าหรือเทา่กบั a  หนว่ย   

 นัน่คือ   x a   มีความหมายตรงกบัอสมการ   a x   และ  x a    

 ซึง่เขียนรวมกนัเป็น    a x a   
เชน่  เม่ือ  a 2  
จาก  x 2   จดุท่ีแทน  x   แสดงบนเส้นจ านวนได้ดงันี ้

 
 

ซึง่มีความหมายวา่    2 x 2    
ดงันัน้  เซตค าตอบของ  x 2   คือ   x 2 x 2    
จาก  x 2   จดุท่ีแทน  x   แสดงบนเส้นจ านวนได้ดงันี ้

 
 

ซึง่มีความหมายวา่    2 x 2    

2  0  2  

2  0  2  
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ดงันัน้  เซตค าตอบของ  x 2   คือ   x 2 x 2    

ในท านองเดียวกนั จะได้วา่ 
 x a   หมายถึง  จดุท่ีแทน x  อยูห่า่งจากจดุท่ีแทน 0  มากกวา่ a  หนว่ย   

 นัน่คือ  x a  มีความหมายตรงกบัอสมการ x a   หรือ  x a  
 x a   หมายถึง  จดุท่ีแทน x  อยูห่า่งจากจดุท่ีแทน 0  มากกวา่หรือเทา่กบั  a   หนว่ย   
 นัน่คือ  x a  มีความหมายตรงกบัอสมการ  x a   หรือ  x a  
เชน่  เม่ือ  a 3  
จาก  x 3   จดุท่ีแทน  x   แสดงบนเส้นจ านวนได้ดงันี ้
 
 

ซึง่มีความหมายวา่  x 3   หรือ  x 3  
ดงันัน้  เซตค าตอบของ  x 3   คือ  x x 3   หรือ  x 3  

จาก  x 3   จดุท่ีแทน  x   แสดงบนเส้นจ านวนได้ดงันี ้

 
 

ซึง่มีความหมายวา่  x 3   หรือ  x 3  

ดงันัน้  เซตค าตอบของ  x 3   คือ  x x 3   หรือ  x 3  
 

ทฤษฎีบท 10   เม่ือ  a   เป็นจ านวนจริงบวก 
1.  x a   ความหมายตรงกบั    a x a  

2.  x a   ความหมายตรงกบั    a x a  
3.  x a   ความหมายตรงกบั  x a   หรือ  x a  
4.  x a   ความหมายตรงกบั   x a   หรือ  x a  

 

ตัวอย่างที่ 57   จงหาเซตค าตอบของอสมการ  3x 3 12   
วิธีท า             จากอสมการ        3x 3 12   
           จะได้           12 3x 3 12     

     15 3x 9    
         5 x 3    
                        ดงันัน้  เซตค าตอบของอสมการนี ้ คือ   x 5 x 3    หรือ  5,3  

3  0  3  

3  0  3  
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ตัวอย่างที่ 58    จงหาเซตค าตอบของอสมการ  5x 3 3x 3    
วิธีท า   อสมการจะมีค าตอบได้ เม่ือ  3x 3 0    หรือ  x 1    _______(1) 
   จากอสมการ                      5x 3 3x 3    
   จะได้  (3x 3) 5x 3 3x 3         

      3x 3 5x 3 3x 3       
   3x 3 5x 3      และ  5x 3 3x 3    
                   0 8x    และ  2x 6  
                     0 x    และ  x 3  
                           0 x 3                             _________(2) 
   น า  (1) และ  (2) มา intersection  จะได้ค าตอบของอสมการ  

   นัน่คือ        x x 1 x 0 x 3 x 0 x 3          
   ดงันัน้  เซตค าตอบของอสมการนี ้ คือ   x 0 x 3   หรือ   0,3  
 

 

ตัวอย่างที่ 59    จงหาเซตค าตอบของอสมการ   
x

3 2
2

 

วิธีท า     จากอสมการ   
x

3 2
2

 

   จะได้   
x

3 2
2

  หรือ   
x

3 2
2

 

                         
x

1
2

      หรือ  
x

5
2

 

                         x 2       หรือ  x 10  
   ดงันัน้  เซตค าตอบของอสมการนี ้คือ    ,2 10,    
 

ตัวอย่างที่ 60    จงหาเซตค าตอบของอสมการ  22x 8x 3 3    

วิธีท า   จากอสมการ  22x 8x 3 3    

   จะได้    22x 8x 3 3   และ    23 2x 8x 3  

                            2x 4x 0   และ    20 x 4x 3   
                            x(x 4) 0   และ    (x 1)(x 3) 0  
                                0 x 4   และ x 1  หรือ  x 3  
   ดงันัน้   เซตค าตอบของอสมการนี ้คือ    0,1 3,4  
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ตัวอย่างที่ 61    จงหาเซตค าตอบของอสมการ  2x 1 x 3    

วิธีท า   จากอสมการ               2x 1 x 3    

   จะได้                       2 22x 1 x 3    

                                                     2 2(2x 1) (x 3)    

                                   2 2(2x 1) (x 3) 0     

        [(2x 1) (x 3)][(2x 1) (x 3)] 0        
                                     (x 2)(3x 4) 0    

                                                   
4

2 x
3

 

   ดงันัน้  เซตค าตอบของอสมการนี ้ คือ  
4

2,
3

 

  

 

 

1.5  การประยุกต์ 
       ปัญหาตา่งๆ ท่ีเก่ียวข้องในชีวิตประจ าวนับางปัญหา เราสามารถใช้ท่ีจะใช้ความรู้เร่ือง
สมการเลขชีก้ าลงัสองตวัแปรเดียว ชว่ยในการแก้ปัญหาได้  ตวัอยา่งเชน่  ปัญหาเก่ียวกบัการ 
การเดนิทาง การเคล่ือนท่ี อตัราเร็ว  ระยะทาง เวลา พืน้ท่ี ปริมาตร และความยาว เป็นต้น  
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 62 รถยนต์คนัหนึง่แลน่เป็นแนวเส้นตรงด้วยสมการ 4 2s t 4t 8t 2      
  เม่ือ s  มีหนว่ยเป็นเมตร และ t  มีหนว่ยเป็นวินาที จงหาระยะทางเม่ือ 
  เวลาผา่นไป 2  วินาที 

วิธีท า  จากสมการ 4 2s t 4t 8t 2     
  เม่ือเวลาผา่นไป 2  วินาที รถยนต์แลน่ได้ระยะทาง 

                             

4 2s 2 4(2) 8(2) 2

16 16 16 2

18

   

   



 

  ดงันัน้ รถยนต์แลน่ได้ระยะทาง 18  เมตร เม่ือเวลาผา่นไป 2  วินาที 
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ตัวอย่างที่ 63 นกัผจญภยัคนหนึง่ยืนอยูบ่นหน้าผาสงูจากพืน้ดนิด้านลา่ง 256  เมตร  
  เขาทิง้ทอ่นไม้ทอ่นหนึง่ลงมาจากยอดหน้าผาลงมาด้านล่าง  
  ถ้าให้ h  แทนความสงูของท่อนไม้ท่ีวดัจากพืน้ดนิด้านลา่ง ในขณะท่ีเวลา 

  ผา่นไป t  วินาที นบัจากเร่ิมปลอ่ย โดยท่ี   2h 16t 256   จงหาวา่ 
  ทอ่นไม้จะกระทบพืน้ดนิด้านลา่งเมื่อเวลาผา่นไปก่ีวินาที เร่ิมปลอ่ย 
วิธีท า   ทอ่นไม้จะกระทบพืน้ดนิ เม่ือ h 0  เมตร 

  นัน่คือ     216t 256 0  

                          216(t 16) 0  
  จะได้               2t 16 0  

                                       (t 4)(t 4) 0  
  ดงันัน้  t 4  หรือ t 4  
  เน่ืองจาก t  แทนเวลา ท่ีนบัจากเร่ิมปลอ่ยซึง่ t 0   
  ดงันัน้ ท่อนไม้จะกระทบพืน้ดนิด้านลา่ง เม่ือเวลาผา่นไป 4  วินาที 
 

ตัวอย่างที่ 64   บ้านของจิราพรและบ้านของดวงกมล อยู่คนละฝ่ังแมน่ า้ตรงข้ามกนัพอดี  
  บ้านของอรุณอยูฝ่ั่งเดียวกนักบับ้านของดวงกมล และอยู่หา่งจากบ้าน 
  ของดวงกมล 6  กิโลเมตร ระหวา่งบ้านของดวงกมลกบับ้านของอรุณ  
  มีทา่เทียบเรือแหง่หนึง่ โดยท่ีแมน่ า้กว้าง 3  กิโลเมตร และฝ่ังแมน่ า้ทัง้ 
  สองฝ่ังอยูใ่นแนวเส้นตรง จิราพรต้องการพายเรือออกจากบ้านของเขาไป 
  ท่ีทา่เทียบเรือ แล้วขึน้ฝ่ังเดนิไปบ้านของอรุณ ถ้าเขาพายเรือด้วย 
  อตัราเร็ว 5  กิโลเมตรตอ่ชัว่โมง และเดนิด้วยความอตัราเร็ว 4  กิโลเมตร 
  ตอ่ชัว่โมง เขาจะใช้เวลาในเดินทางทัง้หมด 1.5  ชัว่โมง จงหาระยะทาง 
  ระหวา่งทา่เทียบเรือกบับ้านของอรุณ 
วิธีท า        ให้ A   แทนต าแหนง่บ้านของจิราพร 
   B   แทนต าแหนง่บ้านของดวงกมล 
    C   แทนต าแหนง่ของทา่เทียบเรือ 
      D   แทนต าแหนง่บ้านของอรุณ 
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ภาพท่ี 1.2  แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 64 
 

 สมมตใิห้ระยะทางระหวา่งท่าเทียบเรือกบับ้านของอรุณ เท่ากบั x  กิโลเมตร 
 ดงันัน้ CD x   และ BC 6 x    

 ระยะทางในการพายเรือเทา่กบั 2 2AC AB BC    

                                                    

2 2

2

2

3 (6 x)

9 36 12x x

45 12x x

  

   

  

  

 เน่ืองจากพายเรือด้วยอตัราเร็ว 5   กิโลเมตรตอ่ชัว่โมง จะได้ 

                        เวลาในการพายเรือ 
ระยะทาง
อตัราเร็ว


245 12x x

5
 

  ชัว่โมง 

 ระยะทางในการเดนิเท่ากบั CD  เทา่กบั x  กิโลเมตร และอตัราเร็วในการเดนิ 
 เทา่กบั 4  กิโลเมตรตอ่ชัว่โมง จะได้ 

                              เวลาในการเดนิ
ระยะทาง x
อตัราเร็ว 4

    ชัว่โมง 

 เวลาท่ีจิราพร ใช้ในการเดนิทางทัง้หมดเทา่กบั 

                                            
245 12x x x

5 4
 

   ชัว่โมง 

 เน่ืองจากเวลาท่ีใช้ในการเดนิทางเทา่กบั 1.5  ชัว่โมง ดงันัน้ 

                         
245 12x x x

1.5
5 4

 
   

A

B C D

3

6 x x
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2

2

45 12x x x
(20) (20) (20)1.5

5 4

4 45 12x x 5x 30

 
 

   

 

 ยกก าลงัสองทัง้สองข้าง จะได้ 

 

2 2 2

2 2

2 2

(4 45 12x x ) (30 5x)

16(45 12x x ) 900 300x 25x

720 192x 16x 900 300x 25x

   

    

    

 

 จดัสมการใหมจ่ะได้ 

 
2 2

2

900 300x 25x 720 192x 16x 0

180 108x 9x 0

     

  
 

 หรือ                                      2x 12x 20 0    

                                        (x 10)(x 2) 0    
 ดงันัน้                                     x 10  หรือ x 2   
 เน่ืองจาก BD 6  และ CD x   
 ดงันัน้ x  ต้องเป็นจ านวนเตม็บวกท่ีมีคา่น้อยกวา่ 6  จะได้วา่ x 2    
 ดงันัน้ ระยะทางระหวา่งบ้านของอรุณกบัทา่เทียบเรือเทา่กบั 2  กิโลเมตร 

 
1.6  สรุป 
 

  ในบทนีก้ลา่วถึงจ านวนจริง   โดยเร่ิมจากระบบจ านวนจริงซึ่งประกอบด้วยจ านวนตรรกยะ
และจ านวนอตรรกยะ จ านวนตรรกยะยังประกอบด้วยจ านวนตรรกยะท่ีไม่ใช่จ านวนเต็มและ
จ านวนเต็ม และจ านวนเต็มยงัประกอบด้วยจ านวนเต็มบวก จ านวนเต็มศนูย์ และจ านวนเต็มลบ
อีกด้วย เพ่ือให้เกิดความเข้าใจในเร่ืองจ านวนจริงมากยิ่งขึน้ ยังกล่าวถึงสมบตัิ นิยาม ทฤษฎีบท
ตา่งๆ ท่ีเก่ียวข้องกบัจ านวนจริง ซึ่งจะได้น ามาแก้ไขปัญหาทางคณิตศาสตร์ ในเร่ืองการแก้สมการ
และอสมการในรูปแบบตา่งๆ ล้วนแต่ต้องใช้พืน้ฐานทางคณิตศาสตร์   ผู้ เรียนสามารถน าความรู้
จากจ านวนจริงไปใช้ประโยชน์ตอ่ไปในรายวิชาอ่ืนๆ ได้ แม้กระทัง่ในชีวิตประจ าวนั เป็นต้น 
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แบบฝึกหดับทที่ 1 
 
1. ข้อความตอ่ไปนีเ้ป็นจริงหรือเท็จ 

1) จ านวนเตม็มีสมบตัปิิดส าหรับการคณู 
2) จ านวนตรรกยะมีสมบตัปิิดส าหรับการหาร  ท่ีตวัหารไมเ่ป็นศนูย์ 
3) จ านวนอตรรกยะมีสมบตัปิิดส าหรับการบวก 
4) ถ้า a,b  แล้ว  a b   
5) ถ้า a,b,c  แล้ว   a(b c) ab ac  
6) ถ้า a,b,c  และ a  เป็นอินเวอร์สการบวกของ b  แล้ว   a b c c  
7) { 1,0,1}  มีตวัผกผนัส าหรับการคณู 

8) ก าหนดให้ a,b  และนิยาม 


 
a b

a b
2

 แล้ว   a b b a  

9) ถ้า a  และ b  เป็นจ านวนอตรรกยะ  แล้ว  a b  เป็นจ านวนอตรรกยะ 
 

2. ก าหนด f(x)  และ c  ดงัตอ่ไปนี ้ จงหาเศษจากการหาร f(x)  ด้วย x c  

1)      3 2f(x) x 2x x 5 , c 2  

2)       4 3 2f(x) x 2x x x 5 , c 1 

3)      3 2f(x) 2x 5x 3x 3 , c 2  
 

3. ถ้า x 2  หาร   3 2x ax 5x a   แล้วเหลือเศษ 3  จงหา a  
 

4. ถ้า x 1 และ x 1 หาร  2x mx 4  เหลือเศษเทา่กนัแล้ว  m  มีคา่เทา่ไร 
 

5. จงหาตวัประกอบของพหนุามตอ่ไปนี ้

1)    3 2x 6x 11x 6  

2)    3 2x x 4x 4  
3)    3 23x 7x 7x 3  
4)     4 3 2x 5x 5x 5x 6  
5)     4 3 22x 15x 39x 40x 12  
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6. จงหาเซตค าตอบของสมการตอ่ไปนี ้

1)    3 2x 2x x 2 0  
2)    3 2x 2x 5x 6 0  
3)    3 22x x 13x 6 0  
4)   3 26x 2 5x x  
5)    3 24x 4x 11x 6 0  

 

7. ข้อความตอ่ไปนีเ้ป็นจริงหรือเท็จ 
1) ถ้า a  เป็นจ านวนจริงบวก แล้วตวัผกผนัการคณูของ a  เป็นจ านวนจริงบวกด้วย 
2) ถ้า a,b  แล้ว a b  แล้ว  a b 0  
3) ก าหนดให้ a,b,c  ถ้า a b  และ b c  แล้ว a c  

4) ก าหนดให้ a,b,c,d  ถ้า  a b 0  และ  c d 0  แล้ว 
a b
c d

 

5) ก าหนดให้ a,b  ถ้า ab 0  แล้ว 
a

0
b

 

6) ก าหนดให้ a,b,c  ถ้า   a b c 0  แล้ว   (a d)(b c) 0  
7) ก าหนดให้ a,b,c  ถ้า   0 a b c  แล้ว   (a d)(b c) 0  

 

8. จงแก้อสมการตอ่ไปนี ้
1) (2x 3)(4x 1) 0    
2)   2x 4x 3 0  
3)  26x 15x 6  

4) 





x 2
0

x 3
 

5)   3 2x x x 1 
6)    3 2x 6x 11x 6 0  

 

9. จงหาคา่ x  จากสมการตอ่ไปนี ้
1) x 5 5 x    
2) 3x 1 2x 5    

3) 2x 5 x 8    

4) 2x x 4 0    
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10. จงแก้อสมการตอ่ไปนี ้
1)  x 2 3   

2)  x 3 x 5    

3)  2x 1 | x 3    

4)  x 5 5 x    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



62 
 

เอกสารอ้างอิง 
 
กนก จยุค าวงศ์. (2549). เอกสารประกอบการสอน รายวิชาทฤษฎีสมการ. คณะ 
       วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลยัราชภฏัร าไพพรรณี. 
กวิยา เนาวประทีป. ( 2556 ). ระบบจ านวนจริง. ส านกัพิมพ์ฟิสิกส์เซ้นเตอร์. กรุงเทพฯ. 
มานสั บญุยงั. (2529). ทฤษฎีสมการเบือ้งต้น. กรุงเทพฯ: มหาวิทยาลยัรามค าแหง. 
เลิศ สิทธิโกศล. (2540). คณิตศาสตร์พืน้ฐาน. ภาควิชาคณิตศาสตร์และสถิติ สถาบนั 
       ราชภฏับรีุรัมย์. 
สขุใส ไพบลูย์. ( 2547 ). เอกสารประกอบการสอน รายวิชาคณิตศาสตร์ส าหรับครู  

       ประถมศึกษา. จนัทบรีุ. สถาบนัราชภฏัร าไพพรรณี จนัทบรีุ. 
 
 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



63 
 

แผนบริหารการสอนประจ าบทที่ 2  
 

เนือ้หาประจ าบท 
 

บทที่ 2   ฟังก์ชันเลขยกก าลัง 

2.1 เลขยกก าลงั 

2.2 รากของจ านวนจริง 

2.3 การหารากท่ีสองของจ านวนอตรรกยะบวก 

2.4 การแก้สมการท่ีอยูใ่นรูปกรณฑ์ 

2.5 ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 

2.6 การแก้สมการและอสมการของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 

2.7 การประยกุต์ 

2.8 สรุป 
 

จุดประสงค์เชงิพฤตกิรรม 
 

เม่ือศกึษาบทท่ี 2  แล้วนกัศกึษาสามารถ 

1.  ใช้สมบตัขิองเลขยกก าลงัได้ 

2.  หารากของจ านวนจริงได้ 

3.  หารากท่ีสองของจ านวนอตรรกยะได้ 

4.  น าสมบตัขิองเลขยกก าลงัมาแก้สมการได้ 

5.  บอกนิยามของฟังก์ชนัเลขยกก าลงัได้ 

6.  แก้สมการของฟังก์ชนัเลขยกก าลงัได้ 

7.  แก้อสมการของฟังก์ชนัเลขยกก าลงัได้ 

8.  น าฟังก์ชนัเลขยกก าลงัไปประยกุต์ได้ 
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กิจกรรมการเรียนการสอนประจ าบท 
 

1.   ผู้สอนอธิบายเนือ้หาและซกัถาม พร้อมยกตวัอยา่งประกอบการ 

      บรรยาย โดยใช้ไฟล์พาวเวอร์พอยนต์ 

2.   ให้ผู้ เรียนท าใบงานและสุม่ผู้ เรียนน าเสนอขัน้ตอนการหาค าตอบ 

3.   ให้ผู้ เรียนศกึษาเอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ 

  ทัว่ไป เร่ือง ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 

4.   ผู้ เรียนและผู้สอนร่วมกนัอภิปรายและหาข้อสรุปร่วมกนั 

5.   ให้ผู้ เรียนท าแบบฝึกหดับทท่ี 2 

6.   ทดสอบยอ่ยหลงัจบบทเรียน 

 

ส่ือการเรียนการสอน 
 

1.   เอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป 

2.  ไฟล์พาวเวอร์พอยนต์  เร่ือง ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 

3.  ใบงาน เร่ือง ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั 

4.  หนงัสืออา่นประกอบค้นคว้าเพิ่มเตมิ 

5.  แบบฝึกหดับทท่ี 2 
 

การวัดผลและประเมินผล 
 

1.   สงัเกตจากการซกัถามผู้ เรียน 

2.   สงัเกตจากการร่วมกิจกรรม 

3.   สงัเกตจากความสนใจ 

4.   สงัเกตจากการอภิปรายกลุม่ยอ่ยและอภิปรายสรุป 

5.   ประเมินจากการท าแบบฝึกหดั 

6.   ประเมินจากการสอบระหวา่งภาคและปลายภาค 
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บทที่  2 

ฟังก์ชันเลขยกก าลัง 
 

ในการศึกษาฟังก์ชันเลขยกก าลัง จะอาศัยสมบัติของเลขยกก าลัง ดังนัน้จึง ต้องศึกษา

เก่ียวกบัเลขยกก าลงัท่ีมีเลขชีก้ าลงัเป็นจ านวนเตม็ และขยายไปถึงเลขยกก าลงัท่ีมีเลขชีก้ าลงัเป็น 

จ านวนตรรกยะ ดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้
 

2.1  เลขยกก าลัง 
 

ในหวันีจ้ะกล่าวถึง บทนิยามของเลขยกก าลัง สมบตัิของเลขยกก าลงั และความรู้พืน้ฐาน

ตา่งๆ  ของเลขยกก าลงั เพ่ือน าไปใช้ในการศกึษาฟังก์ชนัเลขยกก าลงัตอ่ไป ดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้
 

2.1.1  เลขยกก าลังที่มีเลขชีก้ าลังเป็นจ านวนเตม็บวก 
 

บทนิยาม 1    เม่ือ a  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ n  เป็นจ านวนเตม็บวก  

 แล้ว    na = a a ... a    จ านวน  n    ตวั 

    เรียก    na     วา่  เลขยกก าลงั   

     เรียก    a       วา่  ฐานของเลขยกก าลงั 

    เรียก     n        วา่  เลขชีก้ าลงั 
 

ตัวอย่างที่ 1   จงบอกสว่นประกอบของเลขยกก าลงัตอ่ไปนี ้

1)  32    2)   45   3)    
 
 

23
2

 4)    3( 8)  

วิธีท า 

  1)  32   มีฐานคือ  2   มีเลขชีก้ าลงัคือ  3  

  2)   45   มีฐานคือ  5   มีเลขชีก้ าลงัคือ  4  

 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



66 
 

 3)    
 
 

23
2

 มีฐานคือ  
3
2

  มีเลขชีก้ าลงัคือ  2  

 4)    3( 8)  มีฐานคือ  8  มีเลขชีก้ าลงัคือ  3  

 

 2.1.2  สมบัตขิองเลขยกก าลังที่มีเลขชีก้ าลังเป็นจ านวนเตม็บวก 

    จากหวัข้อท่ีผ่านมาเก่ียวกบัเลขยกก าลงั และส่วนประกอบของเลขยกก าลงัแล้วนัน้ 

ถ้าน าเลขยกก าลงัมากระท ากนัในทางคณิตศาสตร์ เชน่ การคณู  การหาร  เป็นต้น ซึ่งอาจใช้สมบตัิ

ของเลขยกก าลงัท่ีจะกลา่วตอ่ไปนีช้ว่ยในการหาคา่ได้ ดงัตอ่ไปนี ้
 

1. ถ้า a  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ m,n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว  

   m n m na a a  
2. ถ้า a  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ m,n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว  

  m n mn(a ) a  
3. ถ้า a,b  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว 

    n n n(a b) a b  
4. ถ้า a,b  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ b 0  และ n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว 

     
 

nn

n
a a
b b

 

5. ถ้า a  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ a 0  และ m,n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว 

  
m

m n
n

n m

1 ; m n
a

a ; m n
a

1
; n m

a
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ตัวอย่างที่ 2   จงหาผลคณูตอ่ไปนีโ้ดยเขียนให้อยู่ในรูปอยา่งง่าย 

   5 71) 2 2       
2 44 4

2)
5 5

      
   

 3 23) (2.5) (2.5)  

 

วิธีท า    

   5 7 5 7 121) 2 2 2 2    

2 4 2 4 64 4 4 4
2)

5 5 5 5


       

         
       

 

 

3 2 3 2 53) (2.5) (2.5) (2.5) (2.5)   
 

ตัวอย่างที่ 3   จงเขียนจ านวนตอ่ไปนีใ้ห้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย 

 2 31) (5 )  2 42) (2 )  5 23) (x )  

วิธีท า  

 2 3 2 3 61) (5 ) 5 5   

 2 4 2 4 82) (2 ) 2 2   

 5 2 5 2 103) (x ) x x   
 

ตัวอย่างที่ 4   จงเขียนจ านวนตอ่ไปนีใ้ห้อยูใ่นรูปอย่างง่าย 

 
32

4
2

1)
2

 
  
 

 
32x y

2)
x

 
  
 

, x 0   
41

3)
3

 
 
 

 

วิธีท า  

 
3 3 32 3

4 4 2 2 2 3 2 3 6
2 1 1 1 1 1

1)
2 2 2 (2 ) 2 2 

     
               

 

 
32

2 1 3 3 3 3x y
2) (x y) (xy) x y

x
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44 4

4 4
1 1 1 1

3)
3 3 3 3

         
   

 

 

 นอกจากนีถ้้ามีเลขชีก้ าลงัเป็นจ านวนเตม็ลบและจ านวนเตม็ศนูย์  จะมีสมบตัขิอง 

เลขยกก าลงัท่ีมีสมบตับิางประการเหมือนกบัเลขชีก้ าลงัเป็นจ านวนเตม็บวก  ดงัตอ่ไปนี ้
 

 2.1.3  เลขยกก าลังที่มีเลขชีก้ าลังเป็นจ านวนเตม็ศูนย์และจ านวนเตม็ลบ 

  ใช้สมบตัเิหมือนกนักบัเลขชีก้ าลงัเป็นจ านวนเตม็บวก  โดยการเปล่ียนรูปเลขชีก้ าลงั

ให้เป็นจ านวนเตม็บวก ตามบทนิยามตอ่ไปนี ้  
 

บทนิยาม 2    ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  แล้ว 0a 1 
 

หมายเหตุ     ในกรณี a 0  เราไมน่ิยาม  00  ซึง่เรียกวา่ รูปแบบไมก่ าหนด 
 

บทนิยาม 3    ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว    n
n
1

a
a

 

หมายเหตุ    ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว  


n
n

1
a

a
 

 

  เน่ืองจากจ านวนเต็มแบ่งเป็น จ านวนเต็มบวก จ านวนเต็มศนูย์ และจ านวนเต็มลบ 

ดงันัน้เราสามารถท่ีจะสรุปสมบตัเิลขยกก าลงัท่ีมีเลขชีก้ าลงัเป็นจ านวนเตม็  ได้ดงัตอ่ไปนี ้
 

 2.1.4  สมบัตขิองเลขยกก าลังที่มีเลขชีก้ าลังเป็นจ านวนเตม็ 

  เน่ืองจากจ านวนเต็ม ประกอบด้วย จ านวนเต็มบวก จ านวนเต็มศนูย์ และจ านวน

เต็มลบ และจากสมบตัิในหวัข้อ 2.1.2  และหวัข้อ 2.1.3  ท าให้ได้สมบตัิของเลขยกก าลงัท่ีมีเลขชี ้

ก าลงัเป็นจ านวนเตม็ ดงัตอ่ไปนี ้

1. ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ m,n  เป็นจ านวนเตม็ แล้ว  

 m n m na a a  
2. ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ m,n  เป็นจ านวนเตม็ แล้ว  

m n mn(a ) a  
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3. ถ้า a,b  เป็นจ านวนจริงท่ีไมเ่ทา่กบัศนูย์  และ n  เป็นจ านวนเตม็ แล้ว 

  n n n(a b) a b  
4. ถ้า a,b  เป็นจ านวนจริงท่ีไมเ่ทา่กบัศนูย์  และ n  เป็นจ านวนเตม็ แล้ว 

   
 

nn

n
a a
b b

 

5. ถ้า a  เป็นจ านวนจริงใดๆ และ a 0  และ m,n  เป็นจ านวนเตม็บวก แล้ว 


m

m n
n

a
a

a
 

 

ตัวอย่างที่ 5   จงหาคา่ของ  3a 1 12a 2 6a16 10 25     

วิธีท า        
3a 1 6a3a 1 12a 2 6a 4 212a 216 10 25 2 2 5 5
           

   12a3a 1 12a 2 6 4 12a 2 12a 2 12aa 2 216 1 25 50 5             

   3a 1 12a 2 22 6a16 10 2 55 2       

  3a 1 12a 2 6a 4
2

16 10 2
5

5      

   ดงันัน้    3a 1 12a 2 6a 4
16 10 25

25
      

 

ตัวอย่างที่ 6    จงหาคา่ของ  
3x 2 x 7

2x 1
5 5

5

 




 

วิธีท า   
3x 2 x 7 3x 2 x 7

2x 1 2x 1
5 5 5

5 5

    

 


  

   
4x 5

2

3x 2 x 7

2 x 1x 1
5 5

5

5

5

 









 

                        4x 5 2x 15     

                             2x 45   

   ดงันัน้   
3x 2 x 7

2x 4
2x 1

5 5
5

5
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 นอกจากนี ้ถ้าเลขชีก้ าลงัของเลขยกก าลงัเป็นเศษสว่นหรือทศนิยมหรืออยูใ่นรูปรากท่ี n    

เราสามารถท่ีใช้สมบตัขิองเลขยกก าลงัท่ีมีเลขชีก้ าลงัเป็นจ านวนตรรกยะ  โดยการเปล่ียนรากท่ี n  

ในรูปเศษสว่น ดงัตอ่ไปนี ้
 

 2.1.4  เลขยกก าลังที่มีเลขชีก้ าลังเป็นจ านวนตรรกยะ 

   เลขยกก าลงันอกจากจะมีเลขชีก้ าลงัเป็นจ านวนเตม็แล้ว ยงัมีเลขยกก าลงัท่ีมี 

เลขชีก้ าลงัเป็นเศษสว่นด้วย ซึง่มีนิยามและสมบตัติอ่ไปนี ้

บทนิยาม 4   ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ n  เป็นจ านวนเตม็บวก  แล้ว  

1
nna a    

                     โดยท่ี n a  เป็นจ านวนจริง 
 

บทนิยาม 5   ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ m,n  เป็นจ านวนเตม็ และ n 2  แล้ว    

                      

m 1
m mnn na (a ) ( a )   หรือ   

m 1
nm mn na (a ) ( a )  

        โดยท่ี n a  เป็นจ านวนจริง 

ยกเว้น  a 0  และ m 0  เพราะวา่ 00  เป็นรูปแบบไมก่ าหนด 

 

 2.1.6  สมบัตขิองเลขยกก าลังที่มีเลขชีก้ าลังเป็นจ านวนตรรกยะ 
 

1. ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ m,n  เป็นจ านวนตรรกยะ  แล้ว  

   m n m na a a  

 โดยท่ี ma  และ na  เป็นจ านวนจริง 

2. ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ m,n  เป็นจ านวนตรรกยะ  แล้ว  

  
m

m n
n

a
a

a
  โดยท่ี ma  และ na  เป็นจ านวนจริง 

3. ถ้า a  เป็นจ านวนจริง และ a 0  และ m,n  เป็นจ านวนตรรกยะ  แล้ว  

  m n mn(a ) a   โดยท่ี ma  และ na  เป็นจ านวนจริง 
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4. ถ้า a,b  เป็นจ านวนจริง  และ n  เป็นจ านวนตรรกยะ แล้ว 

    n n n(a b) a b   โดยท่ี na  และ nb  เป็นจ านวนจริง 

5. ถ้า a,b  เป็นจ านวนจริงท่ีไมเ่ทา่กบัศนูย์  และ n  เป็นจ านวนตรรกยะ แล้ว 

     
 

nn

n
a a
b b

  โดยท่ี na  และ nb  เป็นจ านวนจริง 

 

ตัวอย่างที่ 7   จงท าให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย 

1) 2 53 3  

2) 




3

4
6

6
 

3) 7 2(4 )  

4) 
 

  
 

25 2

10
3 3

3
 

5) 


  
  
 

23 2

4
10 10 10

10
 

วิธีท า 

1)        2 5 2 ( 5) 3
3
1 1

3 3 3 3
93

 

2) 


    


   
3

( 3) ( 4) 3 4 1
4

6
6 6 6 6

6
 

3)      7 2 ( 7) 2 14
14
1

(4 ) 4 4
4

 

4)    
2 2 25 2 5 ( 2) 3

3 10 2
10 10 10 14

3 3 3 3 1
(3 )

3 3 3 3

  
     

             
     

 

5) 
2 23 2 3 2 1

6 4 2
4 4 4

10 10 10 10 1
(10 )

10 10 10
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ตัวอย่างที่ 8    จงเขียนให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงัท่ีมีเลขชีก้ าลงัเป็นบวก เม่ือ a,x,y,p  และ q   

 เป็นจ านวนจริงท่ีไมเ่ทา่กบัศนูย์ 

1) 

1 1
2 4a a  

 

2) 

3
24x x  

 

3) 




3 1
4 4a a  

 

4) 

23
4y

 
 
 
 

 

5)  
1

2 3 6a b  

6) 


 
 
 
  
 

3
2 2
3

1
6

p

q

 

 

7)  3 6x x x  
วิธีท า 

1) 


  

1 1 1 1 3
2 4 2 4 4a a a a  

 

2) 
 

   

3 3 5
224 4 4

5
4

1
x x x x

x

 

 

3) 
   

   

3 1 3 1 3 1
( )

4 4 4 4 4 4a a a a a  
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4) 

23 3 3
2

4 4 2y y y
    

   
 
 

 

5) 
 

 

1 1 1 1 1
2 32 3 6 6 6 3 2(a b ) a b a b  

6) 


 



  

 
 

   
  
 

3
2 2 3 12 ( ) 13 3 2 4

1 1 3 1
( )

6 6 2 4

p p p q
p

qq q

 

7) 

1 1 311
3 6 3 6 362x x x x x x x       

 

ตัวอย่างที่ 9   จงหาคา่ของ 

1) 

1
38  

2)  
 
 

1
327

64
 

3) 

3
4(81)  

4) 

1
2(0.01)


 

5) 

1
3(343)  

วิธีท า 

1) 

1 1 1
333 3 38 (2 ) 2 2


    
 

2) 





  
          

111 33 333
6 1 2

6
3

27 3 3 3 3
64 42 2

2
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3) 

3 3 3
44 34 4 4(81) (3 ) 3 3 27


     
 

4) 


   

  

1 1 1
( 2) ( )22 2 2(0.01) (10 ) 10 10  

 

5) 


  

1 1 1
333 3 3(343) (7 ) 7 7  

 

ตัวอย่างที่ 10   จงท า  
   
   
   
   

4 33 3 2
xz y x

y z
เป็นรูปอยา่งง่าย เม่ือ y 0  และ z 0  

 วิธีท า          

  



      
               

4 33 3 2 4 3 4 3 3 2 3
xz y x x z y x

4 3
y z y z

 

                         

4 33 3 2
xz y

4 12 9 6
x z y x

4 3
x

z y zy

  
  
 

   
   
   
     

 

                                       4 6 9 4 12 3x y z    
 

                                                                 10 5 9x y z  
 

 ดงันัน้   10 5 9

4 33 3 2
xz y x

x y z
y z
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ตัวอย่างที่ 11    จงท า  

2 32 3 2 3
x y z x

4 yz

   
   
   
   

ให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย  

                         เม่ือ x 0,y 0   และ z 0  

วิธีท า            
2×3 3×3

3

2 32 3 2 3 2×( 2) ( 3)×( 2)x y z x x y z x
4×( 2)4 yy zz

 
 

 
   
 

 

   
   
   
   

 

                                                                        




  
    
  

4 6 6 9

8 3
x y z x

z y
 

 

                                                                             4 9 6 3 6 ( 8)x y z  
 

                                                                         5 3 14x y z  

                     ดงันัน้   5 3 14

2 32 3 2 3
x y z x

x y z
4 yz



   
   
   
   

 

 

ตัวอย่างที่ 12   จงท า    
 

 

 



2 1

2 1
9x 6x 1

3x x
   เป็นรูปอยา่งง่าย  เม่ือ x 0   

วิธีท า   
 

 

 
 


 

2 1 2
2 1

2

1 1
9 6 1

9x 6x 1 xx
1 13x x 3

xx

 

                                                       
 




2

2 2 2

2 2

1 x x
9 6

x x x
1 x

3
x x
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2

2

2

9 6x x

x
3 x

x

 

                                                       
 




29 6x x
3 x

 

                                                        3 x                  เม่ือ  x 3  

 ดงันัน้    
2 1

2 1
9x 6x 1

3 x
3x x

 

 

 
 


     เม่ือ  x 3  และ x 0  

 

2.2  รากของจ านวนจริง 

 รากของจ านวนจริง มีตัง้แตร่ากท่ีสองเป็นต้นไป และสามารถหารากของจ านวนจริงได้ 

ดงันิยามตอ่ไปนี ้
 

บทนิยาม 6   ถ้า  x   และ  y  เป็นจ านวนจริง แล้ว  y   เป็นรากท่ีสองของ x   ก็ตอ่เม่ือ  2y x   

                     เน่ืองจาก  2y 0  เสมอ จงึท าให้ x 0  ด้วย   

 ดงันัน้จะมีรากท่ีสองของจ านวนจริงบวกหรือศนูย์เท่านัน้  จะไม่สามารถหารากท่ี

สองของจ านวนจริงลบได้ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

 

ตัวอย่างที่ 13    จงหารากท่ี  2  ของจ านวนในข้อตอ่ไปนี ้

1) รากท่ี  2  ของ  4     

2) รากท่ี  2  ของ  64    

3) รากท่ี  2  ของ  
1
9
     

4) รากท่ี  2   ของ 
25
4
     

5) รากท่ี  2  ของ  5       

6) รากท่ี  2   ของ  7      
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วิธีท า 

1) รากท่ี  2   ของ  4   คือ  2, 2    เพราะวา่  22 4   และ   2( 2) 4  

2) รากท่ี  2   ของ  64   คือ 8, 8   เพราะว่า  28 64   และ   2( 8) 64  

3) รากท่ี  2   ของ  
1
9
 คือ  

1 1
,

3 3
  เพราะว่า  

21 1
3 9

   
 

  และ  

21 1
3 9

 
  
 

 

4) รากท่ี 2   ของ 
25
4
  คือ  

5 5
,

2 2
   เพราะว่า  

25 25
2 4

   
 

  และ  

25 25
2 4

   
 

 

5) รากท่ี  2  ของ  5  คือ  5, 5   เพราะวา่  2( 5) 5   และ   
2( 5) 5   

6) รากท่ี 2   ของ  7  คือ 7, 7   เพราะวา่  2( 7) 7   และ   
2( 7) 7     

 

 

 2.2.1   รากที่  n   ของจ านวนจริง  

   นอกจากการหารากท่ีสองของจ านวนจริงแล้วนัน้  ยังสามารถท่ีจะขยายการหา

รากในกรณีทัว่ไปได้ด้วย ดงันิยามตอ่ไปนี ้
 
 

บทนิยาม 7    ให้  n   เป็นจ านวนเตม็ท่ีมากกวา่หรือเทา่กบั 2   จะได้วา่  y  เป็นรากท่ี  n  ของ  x   

 โดยท่ี  n x  ก็ตอ่เม่ือ  ny x    โดยท่ี x  และ  y  เป็นจ านวนจริง    
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ตัวอย่างที่ 14   จงหารากของจ านวนตอ่ไปนี ้

1) รากท่ี  3  ของ  8   

2) รากท่ี  4  ของ  4    

3) รากท่ี  5  ของ  32     

4) รากท่ี  4  ของ  
81
16

      

5) รากท่ี  3  ของ  64        

6) รากท่ี  5  ของ  32      

7) รากท่ี  4  ของ  9      

วิธีท า  

1) รากท่ี  3  ของ  8  คือ 2  เพราะวา่ 32 8   

2) รากท่ี  4  ของ  4   คือ 4 44, 4   เพราะวา่  44( 4) 4    

     และ  44( 4) 4   

3) รากท่ี  5  ของ  32   คือ  2  เพราะวา่   52 32    

4) รากท่ี  4  ของ  
81
16

   คือ 
3 3

,
2 2

  เพราะวา่  
43 81

2 16
   
 

   

     และ  
43 81

2 16
   
 

 

5) รากท่ี  3  ของ  64    คือ  4   เพราะวา่   3( 4) 64  

6) รากท่ี  5  ของ  32   คือ  2   เพราะวา่ 52 32  

7) รากท่ี  4  ของ  9   คือ  4 49, 9   เพราะวา่  44( 9) 9    

     และ  44( 9) 9   
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 2.2.2   ค่าหลักของรากที่  n  
 

บทนิยาม 8    ให้  x   เป็นจ านวนจริงท่ีมีรากท่ี n   จะกลา่ววา่  จ านวนจริง y  เป็นคา่หลกัของ 

                      รากท่ี  n   ของ  x   ก็ตอ่เม่ือ  

1. y   เป็นรากท่ี n   ของ  x  

2. yx 0  

                       แทนคา่หลกัของรากท่ี  n   ของ  x   ด้วย  n x  
 

หมายเหตุ   

 1.   สญัลกัษณ์  n เรียกวา่ เคร่ืองหมายกรณฑ์  และเรียก n  วา่อนัดบั ท่ีของกรณฑ์  เชน่ 

    3 6  เป็นกรณฑ์ท่ี 3  ของ 6  

    4 11  เป็นกรณฑ์ท่ี 4  ของ 11 

    5 12  เป็นกรณฑ์ท่ี 5  ของ 12  

 2.   n x   อา่นวา่  กรณฑ์ท่ี n  ของ x  

 3.   กรณฑ์ท่ี 2  ของ x  คือ 2 x  จะเขียนแทนด้วย x  
 

ตัวอย่างที่ 15    จงหาคา่หลกัของรากท่ี ตอ่ไปนี ้

1) คา่หลกัของรากท่ี 4  ของ 16 

2) คา่หลกัของรากท่ี 3  ของ 125 

3) คา่หลกัของรากท่ี 5  ของ 20 

4) คา่หลกัของรากท่ี 8  ของ 64  

วิธีท า 

1) คา่หลกัของรากท่ี 4  ของ 16  คือ  2 

2) คา่หลกัของรากท่ี 3  ของ 125  คือ 5  

3) คา่หลกัของรากท่ี 5  ของ 20  คือ  5 20  

4) ไมมี่คา่หลกัของรากท่ี 8  ของ 64   ในระบบจ านวนจริง 
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 2.2.3    สมบัตขิองรากที่ n   
 

1. ถ้า  a 0   และ b 0   แล้ว   a b ab       

2. ถ้า  a 0   และ b 0  แล้ว  
a a
b b

     

3. ถ้า  a   และ  b   มีรากท่ี  n    แล้ว   n n na b ab   

4. ถ้า  a   และ  b   มีรากท่ี  n   และ  b 0   แล้ว   
n

n
n

a a
b b

 

5. ถ้า a  ท่ีท าให้  n a   แล้ว   
nn a a  

6. ถ้า  a  และ n 
   โดยท่ี  n 2   แล้ว 

 
n na a      เม่ือ  n   เป็นจ านวนค่ี 

 n na a    เม่ือ  n   เป็นจ านวนคู ่

7. ถ้า  a ,   n a  และ  m 2   ท่ีท าให้  รากท่ี  m   ของ  n a   

 แล้ว   m n mna a  

8. ถ้า a , 
n   และ  n 1  และ  a   มีรากท่ี  n   แล้ว   

1
n na a  

9. ให้ , m , na      โดยท่ี  (m,n) 1  และ  

1
na    โดยเม่ือ  m 0   

      และ  a   ไมเ่ป็นศนูย์ แล้ว   

m 1 1
m mn n na (a ) (a )   

 

ตัวอย่างที่ 16   จงหาคา่ตอ่ไปนี ้

  1) 48  
7

2)
3

  
333) 12  

   
774) 2  3 35) 4   
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วิธีท า   

  1) 48 16 3 4 3    

  
7 7 7 3 21

2)
3 3 3 3 3
     

   
333) 12 12  

   
774) 2 2   

  3 35) 4 4  

 

 2.2.4  การหาผลบวกและผลต่างของจ านวนจริงในรูปกรณฑ์ 
 

             กรณฑ์ของจ านวนเดียวกนัและมีอนัดบัท่ีของกรณฑ์เท่ากนั  สามารถน ามาบวก ลบ 

กนัได้โดยใช้สมบตักิารแจกแจงของจ านวนจริง ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 17   จงหาผลส าเร็จของจ านวนในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

1) 2 2 5 2  

2) 7 3 3 3  

3)  5 3 5 2 5  

4) 
2

2 3
3

 

5)   ( 27 2 2) (3 12 3 8)  

6)   ( 243 5 28) (2 7 3 27)  
  วิธีท า 

1)      2 2 5 2 (2 5) 2 7 2  
 

2)     7 3 3 3 (7 3) 3 4 3  
 

3)      5 3 5 2 5 (1 3 2) 5 2 5  
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4) 
2 2 3

2 3 2 3
3 3 3

     

              
2

2 3 3
3

   

              

2
(2 ) 3

3
8

3
3

 



 

 

5) ( 27 2 2) (3 12 3 8)    

                         (3 3 2 2) (6 3 6 2)     

                                          (3 3 6 3) (6 2 2 2)  

                                          (3 6) 3 (6 2) 2  

                                        9 3 4 2  
 

6) ( 243 5 28) (2 7 3 27)    

 (9 3 10 7) (2 7 9 3)     

     9 3 10 7 2 7 9 3  

           (9 3 9 3) (10 7 2 7)  

                    (9 9) 3 (10 2) 7  

              18 3 8 7  
 

 2.2.5  การหาผลคูณและผลหารของกรณฑ์ 
 

 

             ในการหาผลคณูและผลหารของกรณฑ์ ถ้าอนัดบัท่ีของกรณฑ์ไม่เท่ากันต้องท าให้

อันดับท่ีของกรณฑ์เท่ากันเสียก่อน หลังจากนัน้จึงน ามาคูณหรือหารกันได้ แต่ถ้าอันดับ ท่ีของ

กรณฑ์ไมเ่ทา่กนัไมส่ามารถน ามาคณูหรือหารกนัได้ 
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ตัวอย่างท่ี 18     จงหาผลส าเร็จของจ านวนในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

 1) 2 8   2) 3 3( 3 27)  

 3) 3 2(2 3 3 8)   34) 2 5  

 
27

5)
3

  
5

5
64

6)
2

 

 
3 8

7)
2

  
96 125

8)
5 12
  

 9) (2 3 2)(2 2 3 3)   210) (3 2 8 32)   

 
3

4
81 64

11)
625
 

  
3 2

1 44
3

(2 ) 81
12)

( 2)
( 27)






 

วิธีท า    

 1) 2 8 2 8    

          1) 2 18 6   

          1) 2 48   
 

 2) 3 3( 3 27) (3 3 3) (3 3 27)      

  2) 3 3( 3 27) 3 9 3 3 3 3    

 2) 3 3( 3 27 9) 3 9 9    

 2) 3 3( 3 327) 6   

 3) 3 2(2 3 3 8) (3 2 2 3) (3 2 3 8)      

 3) 3 2(2 3 3 8 6 6 9) 16   

 3) 3 2(2 3 3 8 6 6 4) 9    

 3) 3 2(2 3 3 68) 6 36   
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 34) 2 5  

   เน่ืองจาก  อนัดบัท่ีของกรณฑ์ไมเ่ทา่กนัจงึคณูกนัไมไ่ด้ 
 

   
27 27

5)
3 3
  

                9  

                3  
 

 
5

5
5

64 64
6)

22
  

                         5 32  

    2  
 

 

 
3 8 2

7)
2 2
  

     
2 2
2 2

 

     2  
 

 

 
96 125 96 125

8)
5 12 5 12


 


 

    
125 96

5 12
 

    25 8  

    5 2 2  

   10 2  
 

 

 9) (2 3 2)(2 2 3 3) 4 6 6 9 2 4 3 6       

        (4 6 3 6) 6 3 2 2  
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                                                       6 18 4  

                                                      6 14  
 

 2 210) (3 2 8 32) (3 2 2 2 4 2)      

       2((3 2 4) 2)  

     2( 2 )  

     2  
 

 
2 333

4 4 4

81 64 9 ( 4)
11)

625 5

   
  

     
 


9 ( 4)

5
 

     1  

 
3 2 6

1 144
33 3

(2 ) 81 2 9
12)

2( 2)
( 27) (( 3) )

  


 

 

       


62 9
3 2

 

       52 3  

      96  
 
 

 ตอ่ไปนี ้จะกล่าวถึง สงัยคุของจ านวนจริงเพ่ือท าให้เศษส่วนไม่อยู่ในรูปของกรณฑ์ หรือเพ่ือ

ท าให้ง่ายตอ่การหาคา่ของกรณฑ์  
 

บทนิยาม 9   ก าหนดให้ x,y เป็นจ านวนจริงใดๆ และ x , y  เป็นจ านวนจริง จะได้วา่ 

    1.   สงัยคุของ  x y  คือ x y    

    2.   สงัยคุของ x y   คือ x y  
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          เชน่           สงัยคุของ 2 3   คือ 2 3  

        สงัยคุของ 5 5     คือ 5 5   
 

ตัวอย่างที่ 19   จงหาคา่ของ  


6
5 3

   โดยท าให้ตวัสว่นไมอ่ยูใ่นรูปของกรณฑ์ 

วิธีท า    


 
  

6 6 5 3
5 3 5 3 5 3

 

 



2 2

6 5 6 3

( 5) ( 3 )
 

 





6 5 6 3
5 3

 

 



6 5 6 3

2
 

 3 5 3 3   

 ดงันัน้   
6

3 5 3 3
5 3

 


 

 

ตัวอย่างที่ 20   จงหาคา่ของ  




7 2
5 2

  โดยท าให้ตวัสว่นไมอ่ยูใ่นรูปของกรณฑ์ 

วิธีท า   
  

 
  

7 2 7 2 5 2
5 2 5 2 5 2

 

                            
  


2 2

35 14 10 4

( 5) ( 2 )
 

                            
  




35 14 10 2
5 2

 

 
  


35 14 10 2

3
 

 ดงันัน้   
7 2 35 14 10 2
5 2 3
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ตัวอย่างที่ 21   จงหาคา่ของ  
2 7 3 5
3 7 5 5




  โดยท าให้ตวัสว่นไมอ่ยูใ่นรูปของกรณฑ์ 

วิธีท า      
  

 
  

2 7 3 5 2 7 3 5 3 7 5 5
3 7 5 5 3 7 5 5 3 7 5 5

 

                                 
  


2 2

6 49 10 35 9 35 15 25

(3 7) (5 5)
 

                                 
   




6 7 35 15 5
63 125

 

                                 
 




33 35
62

 

                                 



33 35

62
 

 ดงันัน้   
2 7 3 5 33 35
3 7 5 5 62

 



 

 

ตัวอย่างที่ 22   จงหาคา่ของ  
 


 

5 1 5 2
5 2 5 1

 โดยท าให้ตวัสว่นไมอ่ยูใ่นรูปของกรณฑ์ 

วิธีท า        
5 1 5 2 5 1 5 2 5 2 5 1
5 2 5 1 5 2 5 2 5 1 5 1
     

    
     

 

                                 
2 2

2 2 2
( 5 ) 5 2 5 2 ( 5) 2 5 5 2

( 5) 2 ( 5) 1

     
 

 
 

                                 
7 3 5

7 3 5
4


    

                                 
1

(7 3 5)(1 )
4

    

                                 
5(7 3 5)

4


  

ดงันัน้  
5 1 5 2 5(7 3 5)
5 2 5 1 4
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2.3  การหารากที่สองของจ านวนอตรรกยะบวก 
 

 การหารากท่ีสองของจ านวนอตรรกยะบวก ท าได้โดยจดัจ านวนท่ีต้องการหารากท่ีสองให้อยู่

ในรูปก าลงัสองสมบรูณ์   ก าหนดให้ a  และ b  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

       
2 2 2

a b a 2 a b b     

   
2

a bb a ba 2    

   
2

abb a 2a b    

 และ      
2 2 2

a b a 2 a b b     

   
2

a bb a ba 2    

   
2

abb a 2a b    
 

 สรุป การหารากท่ีสองของจ านวนอตรรกยะบวก ได้ดงันี ้

 การหารากท่ีสองของจ านวนท่ีอยูใ่นรูป   x 2 y  

  ถ้า  a,b  เป็นจ านวนจริงบวก  ซึง่   x a b   และ  y ab   แล้ว 

1. รากท่ีสองของ  x 2 y   คือ   ( a b)  

2. รากท่ีสองของ  x 2 y   คือ   ( a b)  

3.   x 2 y a b         

4. 
a b ; a b

x 2 y a b
b a ; b a

  
    

 

 

 

  ตัวอย่างที่ 23   จงหารากท่ีสองของจ านวนในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

1) 11 2 24  

2) 13 2 42  
3) 15 4 14  
4) 13 88  
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วิธีท า     

 1) 11 2 24  

 จะได้  a 8  และ b 3  

 ท่ีท าให้   11 8 3   และ   24 8 3  

 ดงันัน้  รากท่ีสองของ 11 2 24  คือ  ( 8 3)  
 

 2) 13 2 42  

 จะได้  a 7  และ b 6  

 ท่ีท าให้   13 7 6   และ   42 7 6  

 ดงันัน้  รากท่ีสองของ 13 2 42  คือ  ( 7 6)  
 

 3) 15 4 14  

 จดัรูปใหม ่       15 2 2 14 15 2 4 14 15 2 56  

 จะได้  a 8  และ b 7  

 ท่ีท าให้   15 8 7   และ   56 8 7  

 ดงันัน้  รากท่ีสองของ 15 4 14  คือ  ( 8 7)  
 

 4) 13 88  

 จดัรูปใหม ่      13 88 13 4 22 13 2 22  

 จะได้  a 11 และ b 2  

 ท่ีท าให้   13 11 2   และ   22 11 2  

 ดงันัน้  รากท่ีสองของ 13 88  คือ  ( 11 2)  
 

ตัวอย่างที่ 24    จงหารากท่ีสองของจ านวนตอ่ไปนี ้

1)  5 21  

2)  125 105  

3)  32 24  
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วิธีท า    

 1) 5 21  

 จดัรูปใหม ่        
2 1 21

5 21 5 21 5 2 21 5 2
2 4 4

 

 จะได้ 
7

a
2
  และ  

3
b

2
 

 ท่ีท าให้   
7 3

5
2 2

  และ   
21 7 3
4 2 2

 

 ดงันัน้ รากท่ีสองของ 5 21  คือ  
7 3

( )
2 2

 

 
 

 2) 125 105  

 จดัรูปใหม ่     
2 105

125 105 5 5 105 5 5 2
2 4

 

 จะได้ 
7 5

a
2

  และ  
3 5

b
2

 

 ท่ีท าให้   
7 5 3 5

5 5
2 2

  และ   
105 7 5 3 5

4 2 2
 

 ดงันัน้ รากท่ีสองของ 125 105  คือ  
7 5 3 5

( )
2 2

 

 

 3) 32 24  

 จดัรูปใหม ่      32 24 4 2 4 6 4 2 2 6  

 จะได้ a 3 2   และ  b 2  

 ท่ีท าให้   4 2 3 2 2   และ   6 3 2 2  

 ดงันัน้ รากท่ีสองของ 32 24  คือ  ( 3 2 2 )  
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ตัวอย่างที่ 25    ถ้า x  และ y   เป็นจ านวนจริงบวก จงหารากท่ีสองของ 7x 8y 4 14xy   

วิธีท า   จาก  7x 8y 4 14xy   

 จดัรูปใหม ่     7x 8y 4 14xy (7x 8y) 2 56xy  

 จะได้ a 7x   และ  b 8y  

 ท่ีท าให้    7x 8y 7x 8y   และ   56 7x 8y  

 ดงันัน้ รากท่ีสองของ  7a 8b 4 14ab  คือ  ( 7x 8y )  
 

ตัวอย่างที่ 26    ถ้า m  และ n  เป็นจ านวนจริงบวก จงหารากท่ีสองของ  2 24m 2 4m 9n  

วิธีท า   จาก  2 24m 2 4m 9n  

 จะได้  a 2m 3n   และ   b 2m 3n 

 ท่ีท าให้                  4m (2m 3n) (2m 3n)          

 และ         2 24m 9n (2m 3n)(2m 3n)  

 ดงันัน้ รากท่ีสองของ  2 24m 2 4m 9n   

 คือ    ( (2m 3n) (2m 3n))  
 

ตัวอย่างที่ 27    ถ้า x  เป็นจ านวนจริงบวก จงหารากท่ีสองของ     23x 2 2 2x x 15  

วิธีท า   จาก    23x 2 2 2x x 15  

 จะได้  a 2x 5   และ   b x 3  

 ท่ีท าให้                 3x 2 (2x 5) (x 3)   

 และ          22x x 15 (2x 5)(x 3)  

 ดงันัน้ รากท่ีสองของ    23x 2 2 2x x 15   

 คือ    ( (2x 5) (x 3))  
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ตัวอย่างที่ 28    จงหาผลส าเร็จในแตล่ะข้อตอ่ไปนี ้

1) 13 2 40  

2) 22 2 72  

3) 33 12 7  

4)     27 8 17 12 2 28 6 3  

5)    3 3 8 7 4 3  

วิธีท า     

 1) 13 2 40  

 จะได้  a 8   และ b 5  

 ท่ีท าให้  13 8 5  และ  40 8 5  

 ดงันัน้  13 2 40 8 5  
 

 

 2) 22 2 72  

 จะได้  a 18   และ b 4  

 ท่ีท าให้  22 18 4  และ  72 18 4  

 ดงันัน้     22 2 72 18 4 3 2 2  
 

 3) 33 12 7  

 จดัรูปใหม ่   33 12 7 33 2 252  

 จะได้  a 21  และ b 12  

 ท่ีท าให้  33 21 12  และ  252 21 12  

 ดงันัน้     33 12 7 21 12 21 2 3  
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 4) 27 8 17 12 2 28 6 3      

 พิจารณา 17 12 2  

 จดัรูปใหม ่   17 12 2 17 2 72  

 จะได้  a 9   และ b 8  

 ท่ีท าให้  17 9 8  และ  72 9 8  

 ดงันัน้     17 12 2 9 8 3 8  

 และพิจารณา 28 6 3  

 จดัรูปใหม ่   28 6 3 28 2 27  

 จะได้  a 27   และ b 1 

 ท่ีท าให้  28 27 1 และ  27 27 1 

 ดงันัน้   28 6 3 27 1 

 จะได้     27 8 17 12 2 28 6 3  

               27 8 (3 8) ( 27 1)  

               27 8 3 8 27 1 

           4  

 นัน่คือ       27 8 17 12 2 28 6 3 4  
 

 5) 3 3 8 7 4 3     

       (ท าเป็นแบบฝึกหดั) 

 

2.4  การแก้สมการที่อยู่ในรูปกรณฑ์ 
 

 การแก้สมการในรูปกรณฑ์สามารถท าได้โดยการก าจดัเคร่ืองหมายกรณฑ์ โดยใช้การ 

ยกก าลงัเพ่ือให้เคร่ืองหมายกรณฑ์หายไป และแก้สมการหาค าตอบ แตค่ าตอบท่ีได้ 

จะต้องตรวจสอบเสมอ 
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ตัวอย่างที่ 29    จงแก้สมการ   2x 3 3  

วิธีท า   จากสมการ    2x 3 3  

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ  จะได้   2 2( 2x 3) 3  

                      2x 3 9  

                           2x 6  

                             x 3  
  ตรวจสอบ แทน x 3  ใน      2x 3 3  

  จะได้                2(3) 3 3  

                            9 3  
                                3 3 เป็นจริง 

  ดงันัน้   ค าตอบของสมการนี ้ คือ x 3  
 

 

 

ตัวอย่างที่ 30    จงแก้สมการ     x 9 11 x  

วิธีท า    จากสมการ   x 9 11 x    

  จดัรูปใหม ่   x 9 x 11 

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ จะได้    2 2( x 9) (x 11)   

                                                                                  2x 9 x 22x 121 

                                                                 2x 23x 112 0  

                                              (x 16)(x 7) 0  

                                                                 x 7,16  

  ตรวจสอบ  แทน x 7   ใน    x 9 11 x  

                           จะได้                                    7 9 11 7  

                  4 11 7  
                      15 7    เป็นเท็จ   
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  ตรวจสอบ แทน x 16  ใน     x 9 11 x  

                           จะได้                                   16 9 11 16  

                                                                                5 11 16  
                                                                                     16 16    เป็นจริง 
            ดงันัน้   ค าตอบของสมการนี ้ คือ  x 16  
 

ตัวอย่างที่ 31    จงหาเซตค าตอบของสมการ     
3 3x 8 x 2  

วิธีท า  จากสมการ    
3 3x 8 x 2  

 จดัรูปใหม ่           
3 3x 8 x 2  

 ยกก าลงัสามทัง้สองข้างของสมการ      
3 3 3 3( x 8) (x 2)  

                                                                           3 3 2x 8 x 6x 12x 8  

                                                                  26x 12x 0  

                                                                    6x(x 2) 0  

                                                                                x 0,2  

  ตรวจสอบ แทน x 0  ใน         
3 3x 8 x 2   

        จะได้                                     
3 30 8 0 2    

                                                                                       3 8 2  
                                                                                           2 2     เป็นจริง 

  ตรวจสอบ แทน x 2  ใน       
3 32 8 2 2     

        จะได้                                              
3 16 2 2    

                                                                                       3 16 4     เป็นเท็จ 

  ดงันัน้   เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ    0  
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ตัวอย่างที่ 32    เซตค าตอบของสมการ     x 8 x 1 1 มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

วิธีท า  จากสมการ     x 8 x 1 1 

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ       2 2( x 8 x 1) ( 1)  

                                           (x 8) 2 (x 8)(x 1) (x 1) 1 

                                                                  2 (x 8)(x 1) 2x 10  

                                                                      (x 8)(x 1) x 5  

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ         2 2( (x 8)(x 1)) (x 5)  

                                                            2 2x 9x 8 x 10x 25  

                                                                                       x 17  
  ตรวจสอบ  แทน x 17  ใน         x 8 x 1 1 

        จะได้                                      17 8 17 1 1 

                                                                9 16 1 

                                                                          3 4 1 
                                                                              1 1   เป็นจริง 

  ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้คือ  17  
 

ตัวอย่างที่ 33    จงหาเซตค าตอบของสมการ     x 7 x 7  

วิธีท า  จากสมการ    x 7 x 7  

 ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ      2 2( x 7 x ) 7  

                                                    2(x 7) 2 x 7x x 49  

                                                                      22 x 7x 2x 42  

                                                                        2x 7x 21 x  

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ        2 2 2( x 7x ) (21 x)  

                                                                            2 2x 7x 441 42x x  
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                                                                                  49x 441 

                                                                                      x 9  
  ตรวจสอบ แทน x 9  ใน       x 7 x 7  

          จะได้                                        9 7 9 7  

                                                                      4 3 7  
                                                                           7 7  เป็นจริง 

  ดงันัน้   เซตค าตอบของสมการนี ้คือ  7  
 

ตัวอย่างที่ 34    จงแก้สมการ      x 7 x 2 6x 13  

วิธีท า  จากสมการ        x 7 x 2 6x 13  

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ       2 2( x 7 x 2) ( 6x 13)  

                                              2(x 7) 2 x 9x 14 (x 2) 6x 13  

                                                                      22 x 9x 14 4x 4  

                                                  2x 9x 14 2x 2  

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ          2 2 2( x 9x 14) (2x 2)  

                                                                               2 2x 9x 14 4x 8x 4  

                                                                           23x x 10 0  

                                                                        (3x 5)(x 2) 0  

                                                                                           
5

x ,2
3

 

  ตรวจสอบ   แทน 
5

x
3
 ใน        x 7 x 2 6x 13  

         จะได้                                        
5 5 5

7 2 6 ( ) 13
3 3 3

 

                                           
16 1 9
3 3 3
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4 1 3
3 3 3

 

                                                                             
5 3
3 3

  เป็นเท็จ 

  ตรวจสอบ     แทน x 2  ใน          x 7 x 2 6x 13  

        จะได้                                            2 7 2 2 6 2 13  

                                                                    9 4 25  

                                                                            3 2 5  
                                                          5 5   เป็นจริง 

  ดงันัน้   ค าตอบของสมการนี ้ คือ  x 2  
 

ตัวอย่างที่ 35   เซตค าตอบของสมการ  
  


  

1 x x 7
2

1 x x 7
   มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 

วิธีท า  จากสมการ      
  


  

1 x x 7
2

1 x x 7
 

  จดัรูปใหม ่             1 x x 7 2( 1 x x 7)  

                                             3 x 7 1 x  

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ          2 2(3 x 7) ( 1 x )  

                                                                        9(x 7) 1 x  

                                                                               8x 64  

                                                                                 x 8  

  ตรวจสอบ   แทน  x 8  ใน        
  


  

1 x x 7
2

1 x x 7
 

        จะได้                                        
  


  

1 8 8 7
2

1 8 8 7
 

                                                                           





3 1
2

3 1
 

                                                                                 2 2   เป็นจริง 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



99 
 

  ดงันัน้   เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   8  
 

ตัวอย่างที่ 36    จงแก้สมการ  
 




6 x 11 2 x 1
3 x x 6

 

วิธีท า  จากสมการ    
 




6 x 11 2 x 1
3 x x 6

 

  จดัรูปใหม ่      (6 x 11)( x 6) (2 x 1)(3 x )  

                                   6x 25 x 66 6x 3 x  

                                                22 x 66  

                                                    x 3  

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ  2 2( x ) 3  

                                              x 9  

  ตรวจสอบ     แทน  x 9  ใน     
 




6 x 11 2 x 1
3 x x 6

 

        จะได้                                         
 




6 9 11 2 9 1
3 9 9 6

 

                                                             
 




18 11 6 1
9 3 6

 

                                                                      
7 7
9 9

  เป็นจริง 

 ดงันัน้   เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   9  
 

ตัวอย่างที่ 37    จงหาเซตค าตอบของสมการ         2 2x 6 x 2x 5 11 2x  

วิธีท า  ก าหนดให้                          2a x 2x 5                     ___________(1)  

                                              2 2a x 2x 5  

                   2 2x 6 x 2x 5 11 2x  

  จดัรูปใหม ่         2 2x 2x 5 6 x 2x 5 16 0  
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  จดัรูปให้อยูใ่นเทอมของ  a   จะได้       2a 6a 16 0  

                                                              (a 8)(a 2) 0  

                                                                               a 8,2  

  เน่ืองจาก    2a x 2x 5   ซึง่มากกวา่ 0    

  เพราะฉะนัน้  a 8   เป็นเท็จ 

  แทน a 2   ในสมการ (1)   

  จะได้   2x 2x 5 2   

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ        2 2 2( x 2x 5) 2  

                                                                          2x 2x 5 4  

                                                                          2x 2x 1 0  

                                                                         (x 1)(x 1) 0  

                                                                                         x 1 

  ตรวจสอบ   แทน  x 1  ใน             2 2x 6 x 2x 5 11 2x  

        จะได้                                              2 21 6 1 2(1) 5 11 2(1)  

                                                                               1 6 4 13  
                                                                                        13 13   เป็นจริง 

  ดงันัน้   เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   1  

ตัวอย่างที่ 38    จงหาเซตค าตอบของสมการ     

1
2x 7x 12 0  

วิธีท า  ก าหนดให้      

1
2a x                    ______________(1)  

  จะได้     2a x  

  จากสมการ      

1
2x 7x 12 0  
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  จดัรูปในเทอมของ a  จะได้       2a 7a 12 0  

                                                      (a 4)(a 3) 0  

                                                                       a 4,3  
  แทน  a 4  ในสมการ  (1)  

  จะได้ 

1
2x 4  

                            x 16  
  และแทน  a 3  ในสมการ  (1)  

        จะได้          

1
2x 3  

      x 9  
  นัน่คือ           x 9, 16  

  ตรวจสอบ    แทน  x 9  ใน    

1
2x 7x 12 0  

        จะได้                                    

1
29 7 (9) 12 0  

                                                                             9 21 12 0  
                                                                        0 0   เป็นจริง 

  ตรวจสอบ   แทน  x 16  ใน     

1
2x 7x 12 0  

         จะได้                                 

1
216 7 (16) 12 0  

                                                          16 28 12 0  
                                                                          0 0   เป็นจริง 

  ดงันัน้    เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   9,16  
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ตัวอย่างที่ 39    เซตค าตอบของสมการ    

1
2x 7x 18 0  เทา่กบัเทา่ใด 

วิธีท า  ก าหนดให้    

1
2a x  __________(1)  

  จะได้         2a x  

  จากสมการ       

1
2x 7x 18 0  

  จดัรูปในเทอมของ a  จะได้      2a 7a 18 0  

                                                   (a 9)(a 2) 0  

                                                                    a 9,2  

  เน่ืองจาก  

1
2a x   มีคา่มากกวา่หรือเทา่กบั  0  

  ดงันัน้       a 9   เป็นเท็จ 

  แทน  a 2   ในสมการ  (1)   จะได้  

1
2x 2  

                                                               x 4  

  ตรวจสอบ   แทน  x 4  ใน       

1
2x 7x 18 0  

        จะได้                                     

1
24 7(4) 18 0  

                                                          4 14 18 0  
                                                                        0 0   เป็นจริง 

  ดงันัน้   เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   4  
 

ตัวอย่างที่ 40    จงแก้สมการ     

3 1
2 2x 21x 27 7x  

วิธีท า  ก าหนดให้    

1
2a x  __________(1)  
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  จะได้ 2a x   และ  

3
3 2a x  

  จากสมการ           

3 1
2 2x 21x 27 7x  

  จดัรูปใหม ่     

3 1
2 2x 7x 21x 27 0  

  จดัรูปในเทอมของ a   จะได้      3 2a 7a 21a 27 0  

                                                       (a 9)(a 3)(a 1) 0  

                                                                                  a 9,3, 1 

  เน่ืองจาก  

1
2a x   มีคา่มากกวา่หรือเทา่กบั  0  

  ดงันัน้       a 9, 1  เป็นเท็จ 

  แทน  a 3   ในสมการ (1)   จะได้   

1
2x 3  

                                                          x 9  

  ตรวจสอบ   แทน  x 9   ใน    

3 1
2 2x 21x 27 7x  

        จะได้                                  

3 1
2 2(9) 21(9) 27 7(9)  

                                                            27 63 27 63  
                                                                    0 0   เป็นจริง 

  ดงันัน้   เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   9  
 

2.5   ฟังก์ชันเลขยกก าลัง 

  ถ้า f  เป็นฟังก์ชนัท่ีมีสมการเป็น xy a  โดยท่ี a 0  และ a 1  แล้ว  จะได้ว่าสมาชิก

ในโดเมนของ f  จะเป็นจ านวนจริง และสมาชิกในเรนจ์ของ f  จะเป็นจ านวนจริงบวกเสมอ   

ในกรณีนีจ้ะเรียก f  วา่ ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั  ดงับทนิยามตอ่ไปนี ้
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บทนิยาม 10  ก าหนด a 1  และ a 1   และ x   และ y  จะได้วา่ xy a   

                    นัน่คือ  ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั คือ    xf x,y y a , a 0, a 1       

จากเง่ือนไขท่ีวา่ a 1  และ a 1   จะท าให้คา่ a  แบง่เป็น  2  ชว่งคือ  
 

 1)   0 a 1     

                ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั ซึง่มี 0 a 1   เม่ือคา่ของ x  เปล่ียนจาก 1x  เป็น 2x  ดงันี ้  

ถ้า 1 2x x   แล้วจะได้ 1 2y y    

 ความสมัพนัธ์ระหวา่ง x  และ y  ของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั ซึง่ 0 a 1     

 มีลกัษณะกราฟดงันี ้

 ก าหนดให้  xy a   เม่ือ  0 a 1   

 

 

 

 

 
 

ภาพท่ี  2.1  แสดงกราฟของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั  เม่ือ 0 a 1   
 

 จากกราฟความสัมพันธ์ระหว่าง x  และ y  มีลักษณะเป็นฟังก์ชันลด คือ เม่ือค่าของ x  

เพิ่มขึน้ ท าให้คา่ของ y  ลดลง หรือเม่ือคา่ของ x  ลดลง ท าให้คา่ของ y  เพิ่มขึน้ 

 2)   a 1    

                ฟังก์ชนัเลขยกก าลงั ซึง่มี a 1  เม่ือคา่ของ x  เปล่ียนจาก 1x  เป็น 2x  ดงันี ้   

ถ้า 1 2x x   แล้วจะได้ 1 2y y    

ความสมัพนัธ์ระหวา่ง x  และ y  ของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั ซึง่ a 1   

มีลกัษณะกราฟดงันี ้

 

xy a  

Y  

X  

(0,1)  
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 ก าหนดให้  xy a   เม่ือ  a 1  

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี  2.2  แสดงกราฟของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั   เม่ือ a 1  
 

 จากกราฟความสมัพนัธ์ระหว่าง x  และ y  มีลกัษณะเป็นฟังก์ชนัเพิ่ม คือ เม่ือค่าของ x  

เพิ่มขึน้ ท าให้คา่ของ y  เพิ่มขึน้  หรือเม่ือคา่ของ x  ลดลง ท าให้คา่ของ y  ลดลง 
 

ตัวอย่างที่ 41   จงบอกวา่ฟังก์ชนัเลขยกก าลงัตอ่ไปนีเ้ป็นฟังก์ชนัเพิ่มหรือฟังก์ชนัลด 

1)  xy 3  

2)  
x1

y
3

   
 

 

3)  xy 0.5  

4)  xy (2.3)  

5)  
x4

y
3

   
 

 

6)  xy (0.003)  

7)  xy ( 15)  
วิธีท า 

1)  xy 3                       เป็นฟังก์ชนัเพิ่ม 

2)  
x1

y
3

   
 

                เป็นฟังก์ชนัลด 

3)  xy 0.5                    เป็นฟังก์ชนัลด 

xy a  

Y  

X  
(0,1)  
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4)  xy (2.3)                  เป็นฟังก์ชนัเพิ่ม 

5)  
x4

y
3

   
 

                เป็นฟังก์ชนัเพิ่ม 

6)  xy (0.003)              เป็นฟังก์ชนัลด 

7)  xy ( 15)               เป็นฟังก์ชนัเพิ่ม 

 

2.6   การแก้สมการและอสมการของฟังก์ชันเลขยกก าลัง 
 

  สมการเลขยกก าลงั คือ สมการซึง่มีเลขชีก้ าลงัเป็นตวัแปรโดยท่ีฐานเป็นคา่คงตวั  

การแก้สมการเลขยกก าลงั สามารถท าได้ 2 วิธี 

 วิธีท่ี 1   การท าให้ฐานของเลขยกก าลงัมีคา่เทา่กนั มีหลกัการดงันี ้

  1.  จดัให้ฐานของเลขยกก าลงัมีคา่เทา่กนั 

  2.  น าเลขชีก้ าลงัมาสร้างเป็นสมการ 

  3.  แก้สมการเพ่ือหาค าตอบของสมการ 

  4.  ตรวจสอบค าตอบ 

 วิธีท่ี 2   การแยกตวัประกอบ  มีหลกัการ  ดงันี ้

1. ก าหนดให้เลขยกก าลงัเป็นตวัแปร 

2. แทนคา่ตวัแปรในสมการเลขยกก าลงั 

3. แยกตวัประกอบของพหนุาม 

4. แก้สมการเพ่ือหาค าตอบของสมการ 

5. ตรวจสอบค าตอบ 

ตัวอย่างที่ 42   จงหาค าตอบของสมการ  3x3 729  

วิธีท า  จากสมการ 3x3 729  

   3x 63 3  

     3x 6  

       x 2   
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     ตรวจสอบ   แทน  x 2   ในสมการ  3x3 729  

                           จะได้                                           3(2)3 729  

                                                                                  63 729  
                                                                                 729 729  เป็นจริง 

    ดงันัน้    ค าตอบของสมการนี ้  คือ   x 2  
 

ตัวอย่างที่ 43   จงหาค าตอบของสมการ  4x x32 2 64 8    

วิธีท า   จากสมการ    4x x32 2 64 8    

    5 4x 6 3x2 2 2 2    

      4x 5 3x 62 2   

       4x 5 3x 6    

                            4x 3x 6 5    

                                                            x 1  

   ตรวจสอบ  แทน  x 1   ในสมการ    4x x32 2 64 8    

    จะได้                                 4(1) (1)32 2 64 8    
 

                                                                                     32 16 64 8    
 

                                                                                        512 512   เป็นจริง 

   ดงันัน้    ค าตอบของสมการนี ้ คือ  x 1  
 

ตัวอย่างที่ 44   จงหาค าตอบของสมการ  x x100 10 9 3    

วิธีท า    จากสมการ x x100 10 9 3    

    2 x 2 x10 10 3 3    

                                                   x 2 x 210 3   
  เน่ืองจากไมส่ามารถจดัให้ฐานของเลขยกก าลงัทัง้สองมีคา่เทา่กนัได้  

  ดงันัน้สมการจะเป็นจริงก็ตอ่เม่ือเลขชีก้ าลงัเป็นศนูย์เท่านัน้ 
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  จงึก าหนดให้  x 2 0    จะได้วา่  0 010 3   หรือ  1 1   เป็นจริง 

  เฉพาะฉะนัน้        x 2  

  ตรวจสอบ  แทน   x 2   ในสมการ  x x100 10 9 3    

                    จะได้วา่                                           2 2100 10 9 3     

                                                                                   2 2
1 1

100 9
10 3
    

                                                                                   
1 1

100 9
100 9
    

                                                                                                1 1   เป็นจริง 
 ดงันัน้    ค าตอบสมการนี ้  คือ  x 2  
 

ตัวอย่างที่ 45   จงหาค าตอบของสมการ  2x 2 x 1 x 12 4 8     

วิธีท า  จากสมการ    2x 2 x 1 x 12 4 8     

   2x 2 2x 2 3x 32 2 2     

        2x 2 2 2x x 32 2 2 2 2    

                           x 38 2   

                                                                         x8 8 2   

                                                                         x1 2  

                                                                        x 0  

  ตรวจสอบ  แทน  x 0   ในสมการ   2x 2 x 1 x 12 4 8     

  จะได้                                 2(0) 2 0 1 0 12 4 8     

                    4 4 8   
                                                                                                       8 8   เป็นจริง 

  ดงันัน้   ค าตอบของสมการนี ้  คือ  x 0  
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ตัวอย่างที่ 46   จงหาค าตอบของสมการ  2x x2 7 2 8 0     

วิธีท า   จากสมการ  2x x2 7 2 8 0     

   ก าหนดให้  xa 2   จะได้วา่ 

        2 2a 7a 8 0     

                                                     (a 8)(a 1) 0    

                                                                        a 8, 1   
   เน่ืองจาก a  เป็นเรนจ์ของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั และจากนิยามของฟังก์ชนั 

   เลขยกก าลงั เรนจ์ต้องเป็นจ านวนจริงบวกเทา่นัน้ 

   จะได้วา่   a 8   ตวัเดียวเทา่นัน้ 

   แทนคา่    a 8   ในสมการ     xa 2  

   จะได้วา่                                  x8 2  

                                                                      3 x2 2  

                                                                        x 3  

   ตรวจสอบ  แทน  x 3   ในสมการ    2x x2 7 2 8 0     

   จะได้                            2(3) (3)2 7 2 8 0     

                                                                                     64 56 8 0    
                                                                                                     0 0   เป็นจริง 

   ดงันัน้  ค าตอบของสมการนี ้ คือ  x 3  
 

ตัวอย่างที่ 47   จงหาค าตอบของสมการ  2x 3 x x2 15 2 20 114 2 4        

วิธีท า   จากสมการ 2x 3 x x2 15 2 20 114 2 4        

   ก าหนดให้   xa 2   จะได้วา่ 

                                                        28a 15a 20 114a 4     

                                                      28a 129a 16 0    

                                                        (8a 1)(a 16) 0    
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1

a , 16
8

  

  แทนคา่  
1

a
8

   ในสมการ  xa 2  

  จะได้                                 x1
2

8
  

                                                               3 x2 2   

                                                                     x 3  

  แทน  a 16   ในสมการ      xa 2  

  จะได้                                 x16 2  

                                                                  4 x2 2  

                                                                    x 4  

   ตรวจสอบ  แทน  x 3   ใน   2x 3 x x2 15 2 20 114 2 4        

   จะได้                 2( 3) 3 ( 3) ( 3)2 15 2 20 114 2 4          

                                                                                               22.875 22.875    เป็นจริง 

   ตรวจสอบ  แทน  x 4   ใน  2x 3 x x2 15 2 20 114 2 4        

   จะได้                  2(4) 3 (4) (4)2 15 2 20 114 2 4        

                                                                                              1,785 1,785    เป็นจริง 

   ดงันัน้  ค าตอบของสมการนี ้ คือ  x 3   หรือ  x 4  
 

ตัวอย่างที่ 48   จงหาค าตอบของสมการ  
x

x1 50
7

7 7
    
 

 

วิธีท า   จากสมการ 
x

x1 50
7

7 7
    
 

 

   ก าหนดให้  xa 7   จะได้วา่ 

                                                                     
1 50

a
a 7
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                                                                    2 50a
1 a

7
   

                                                       27a 50a 7 0    

                                                       (7a 1)(a 7) 0    

                                                                            
1

a , 7
7

  

  แทน  
1

a
7

   ในสมการ  xa 7  

   จะได้                      x1
7

7
   
 

 

                                                          1 x7 7   

                                                               x 1  

  แทน  a 7   ในสมการ  xa 7  

  จะได้                             x7 7  

                                                              1 x7 7  

                                                               x 1  

  ตรวจสอบ  แทน   x 1   ในสมการ   
x

x1 50
7

7 7
    
 

 

  จะได้                                         
( 1)

( 1)1 50
7

7 7


    

 
 

                                                                                              
1 50

7
7 7

   

                                                                                                  
50 50
7 7
   เป็นจริง 

  ตรวจสอบ  แทน   x 1   ในสมการ   
x

x1 50
7

7 7
    
 

 

  จะได้                                            
(1)

(1)1 50
7

7 7
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1 50

7
7 7
   

                                                                       
50 50
7 7
   เป็นจริง 

  ดงันัน้   ค าตอบของสมการนี ้  คือ  x 1   หรือ  x 1  

 

 อสมการเลขยกก าลงั  คือ  อสมการซึง่มีเลขชีก้ าลงัเป็นตวัแปร  การแก้อสมการ 

เลขยกก าลงั  มีหลกัการ  ดงันี ้
 

1. จดัรูปให้ฐานของเลขยกก าลงัมีคา่เทา่กนั 

2. จดัรูปอสมการจากเลขชีก้ าลงั  ดงันี ้

1)  กรณีฟังก์ชันเพิ่ม  จัดรูปอสมการโดยให้เคร่ืองหมายของอสมการเป็น

เคร่ืองหมายเดมิ 

2)  กรณีฟังก์ชนัลด  จดัรูปอสมการโดยกลบัเคร่ืองหมายของอสมการให้ตรงข้าม

กบัเคร่ืองหมายเดมิ 

3. แก้สมการเพ่ือหาค าตอบของอสมการ 
 

ตัวอย่างที่ 49   จงหาเซตค าตอบของอสมการ  3x 23 81   

วิธีท า   จากอสมการ 3x 23 81   

                           3x 2 43 3   

                                                3x 2 4   

                                                        
2

x
3

  

   ดงันัน้  เซตค าตอบของอสมการนี ้ คือ  
2

,
3

 
 
 

 

 

 

 
ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



113 
 

ตัวอย่างที่ 50   จงหาเซตค าตอบของอสมการ  
2x 3 x 41 1

9 27

 
      

  
 

วิธีท า   จากอสมการ   
2x 3 x 41 1

9 27

 
      

  
 

                   
2x 3 x 42 31 1

3 3

 
            
      

 

                                               
4x 6 3x 121 1

3 3

 
   

   
   

 

                                                      4x 6 3x 12    

                                                              x 18  
  ดงันัน้  เซตค าตอบของอสมการนี ้ คือ   18,  
 

ตัวอย่างที่ 51   จงหาเซตค าตอบของอสมการ  
2 23x 6x 25 2x 7x 55 5     

วิธีท า       จากอสมการ 
2 23x 6x 25 2x 7x 55 5     

                         2 23x 6x 25 2x 7x 5      

                                                  2x x 20 0    

                                               (x 4)(x 5) 0    
                                                                   x 4   หรือ  x 5  

   ดงันัน้  ค าตอบของอสมการนี ้ คือ     , 4 5,     

 

2.7   การประยุกต์ 
 

 ความรู้เร่ืองฟังก์ชันเลขยกก าลงัสามารถน าไปใช้แก้ปัญหาในชีวิตประจ าวนัเก่ียวกับเร่ือง

ตา่งๆ ได้ เชน่ การหาผลตอบแทนจากการฝากเงินท่ีมีอตัราดอกเบีย้คงตวั การหาคา่รายงวดในการ

ซือ้บ้านหรือซือ้รถยนต์แบบเงินผ่อน การเพิ่มของจ านวนประชาการ เป็นต้น 
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 การเพิ่มของประชากร ณ เวลาหนึ่งในกรณีท่ีการเพิ่มไม่ได้เป็นไปอย่างตอ่เน่ืองตลอดเวลา  

มีสตูรดงันี ้  t
0n(t) n (1 r)   

 เม่ือ  n(t)  แทน  จ านวนประชากรเม่ือเวลาผา่นไป t  ปี 

         0n    แทน  จ านวนประชากร ณ จดุเร่ิมต้น 

         r      แทน   อตัราการเตบิโตของจ านวนประชากรตอ่เวลา 
 

ตัวอย่างที่ 52   ในเวลา 5 ปี สมชายเลีย้งกระรอกจ านวน  4,100  ตวั  และมีอตัราการเตบิโต 

  ของจ านวนกระรอก 45%  ตอ่ปี 

1)  อยากทราบวา่สมชายเลีย้งกระรอก ณ จดุเร่ิมต้นประมาณก่ีตวั 

2)  ถ้าไม่มีการตายของกระรอกเกิดขึน้ แล้วอีก 10 ข้างหน้า จะมีจ านวนกระรอก

ประมาณก่ีตวั 

วิธีท า  1)  จากสตูร t
0n(t) n (1 r)   

  ในท่ีนี ้ t 5,   
45

r 0.45
100

    และ  n(5) 4,100  

  จะได้วา่     5
04100 n (1 0.45)   

                     
 

0 5
4100

n
1.45

  

                                                   640  
  ดงันัน้  ณ จดุเร่ิมต้นมีกระรอกประมาณ  640  ตวั 

  2)  จากสตูร t
0n(t) n (1 r)   

  ในท่ีนี ้ t 10,   
45

r 0.45
100

    และ  0n 640  

  จะได้วา่   10n(10) 640(1 0.45)   

                        26,294  
 

                           ดงันัน้   อีก  10  ปีข้างหน้ามีกระรอกประมาณ  26,294   ตวั 
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ตัวอย่างที่ 53   จงเขียนฟังก์ชนัแสดงจ านวนเงินรวมจากการฝากเงิน 150,000  บาท  

  อตัราดอกเบีย้ร้อยละ 5  ตอ่ปีทบต้นทกุปี เป็นเวลา m  ปี โดยไมมี่การถอนเงิน 

  ตลอดระยะเวลาท่ีฝากเงิน 

วิธีท า  ก าหนดให้  m  แทนจ านวนปีท่ีฝากเงิน 

                     n   แทนจ านวนเงินรวมของการฝากเงินครบ m  ปี 

  เงินต้นปีแรก 150,000   บาท  ฝากครบ 1 ปี จะได้ดอกเบีย้เทา่กบั 

                                           
5

150,000 7,500
100

   

  จะได้เงินรวมเม่ือครบปีท่ี 1 150,000 7,500   

                                                                   157,500      

                                                                   

5
150,000 150,000

100
5

150,000 1
100

  

   
 

 

  นัน่คือ  m 1   จะได้  
15

n 150,000 1
100

 
  

 
 

  เงินต้นปีสอง 150,000 7,500 157,500    บาท   

  ฝากครบ 1 ปี จะได้ดอกเบีย้เทา่กบั 

                                           
5

157,500 7,875
100

   

  จะได้เงินรวมเม่ือครบปีท่ี 2 157,500 7,875   

                                                                   165,375      

                                                                   

5
157,500 157,500

100
5

157,500 1
100

  

   
 

 

  แต ่ 
5

157,500 150,000 1
100

   
 

  จงึได้วา่ เงินรวมเม่ือครบปีท่ี 2 
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                                                                  2

5 5
150,000 1 1

100 100

5
150,000 1

100

      
  

   
 

 

  นัน่คือ  m 2   จะได้  
25

n 150,000 1
100

 
  

 
 

  เงินต้นปีสาม 157,500 7,875 165,375    บาท   

  ฝากครบ 1 ปี จะได้ดอกเบีย้เทา่กบั 

                                           
5

165,375 8,268.75
100

   

  จะได้เงินรวมเม่ือครบปีท่ี 3  165,375 8,268.75   

                                                                    173,643.75     

                                                                    

5
165,375 165,375

100
5

165,375 1
100

  

   
 

 

  แต ่ 
25

165,375 150,000 1
100

 
  

 
  จงึได้วา่ เงินรวมเม่ือครบปีท่ี 3 

                                                                   

2

3

5 5
150,000 1 1

100 100

5
150,000 1

100

        
   

   
 

 

  นัน่คือ  m 3   จะได้  
35

n 150,000 1
100

 
  

 
 

  ดงันัน้  ส าหรับจ านวนเตม็บวก m  ใดๆ จะได้สมการของฟังก์ชนัแสดงเงินรวม 

  จากการฝากเงิน คือ  
m5

n 150,000 1
100
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ตัวอย่างที่ 54   การทดลองเลีย้งแบคทีเรียบนจานเลีย้งหนึง่จาน ในห้องทดลองวิทยาศาสตร์  

  พบวา่ถ้าเร่ิมต้นจ านวนเซลล์แบคทีเรีย 10,000  เซลล์  และคาบเวลาการแบง่ตวั 

  ใช้เวลา 120  นาที  ให้ f(t)  เป็นจ านวนเซลล์แบคทีเรียท่ีอยูใ่นจานเลีย้งในเวลา  

  t  นาที ซึง่หาได้จากสตูร  

t
120f(t) 10,000(2)    

  จงหาวา่เม่ือเวลาผา่นไป 12   ชัว่โมง จะมีจ านวนเซลล์แบคทีเรียเทา่ไร 

วิธีท า  จากสตูร 

t
120f(t) 10,000(2)  

  เม่ือเวลาผา่นไป 12   ชัว่โมง  หรือ  12 60 720   นาที 

  จะได้   t 720    

  ดงันัน้    

720
120f(720) 10,000(2)  

             610,00f(720) 0(2)  

             6f 4(7 0 020) ,00  
  นัน่คือ  เม่ือเวลาผา่นไป 12  ชัว่โมง  มีจ านวนแบคทีเรีย 640,000  เซลล์ 

 

2.8    สรุป 
 ฟังก์ชันเลขยกก าลัง  เป็นฟังก์ชันท่ีใช้ในชีวิตประจ าวัน เช่น  การค านวณหาจ านวน

ดอกเบีย้เงินฝาก  การค านวณการเพิ่มของประชากร เป็นต้น ซึ่งในการศกึษาฟังก์ชนั เลขยกก าลงั  

จ าเป็นต้องอาศยัความรู้พืน้ฐานเก่ียวกบัเลขยกก าลงั  สมบตัเิลขยกก าลงั รวมถึงการแก้สมการของ 

เลขยกก าลงั เป็นต้น เพ่ือน าความรู้เหลา่นีม้าแก้ปัญหาในชีวิตประจ าวนัได้ 
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แบบฝึกหดับทที่ 2 
 

1.   จงท าให้อยูใ่นรูปอยา่งง่าย หรือมีเลขชีก้ าลงัเป็นบวก 

1)   03  

2)  
23

4


 
 
 

 

3)  9 45 25  

4)     3 70.6 0.6   

5)  
2 31 1

3 3


   

   
   

 

6)   23 7  

7)    
250.2   

8)  
12 4

3
5 5

5

 
  
 

 

9)  
32 3 5

8
7 7 7

7

  
  
 

 

10)   
23 2

4
10 10 10

10


  
  
 

 

 

2.   จงเขียนให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงัท่ีมีเลขชีก้ าลงัเป็นบวก โดย a,b,m  และ y เป็นจ านวนจริง 

      ไมเ่ทา่กบัศนูย์ 

1)  

1 1
2 4a a  

2)  

3
4x x  
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3)  




3 3
2 2b b  

4)  




1 1
2 4m m  

5)  

2 1
3 3a a  

6)  

5
4 4
5m

 
 
 
 

 

7)  

103
5k

 
 
 
 

 

8)  
4

84
a

a a
 
 

 
 

9)  

 
 
 
  
 

41
2

1
3

x

y

 

10)    
3 63 2x x x  

 

3.   จงหาคา่ของ 

1)  

1
416  

2)  

1
21

4
 
 
 

 

3)  

1
2100  

4)   

1
2

0.1
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5)   

1
4

0.0001


 
 

4.   จงท าให้เป็นผลส าเร็จ  โดยให้เลขชีก้ าลงัเป็นบวก (ก าหนดตวัอกัษรทกุตวัแทนจ านวนจริงท่ีไม่

เทา่กบัศนูย์) 

1)   

1
2 23 3a

 
 
  

 

2)   
1

2 44a
 

 
 

 

3)  

23 11
32a a

  
   
  

   

 

4)     
2 5

54 3 63 12a a  

 

5.   จงท าให้เป็นผลส าเร็จ 

1) a 3 3a 4 a 62 2 2      

2) 
ax 2 a 7

2a 1
25 25

25

 




 

3) 
2a 2 a 2a a 1

2a 1 a 2a a 3
4 5 4 5

4 5 4 5

 

 

  

  
 

 

6.   จงเปล่ียนจ านวนตอ่ไปนีเ้ป็นผลส าเร็จ 

1) 28 175 2 63   

2) 3 3 316 250 3 54   

3) 

1 1 1
16 8 12625 25 125   
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4) 
1 1

2 80 2 5
5 125

   

 

7.   จงท าให้สว่นของจ านวนตอ่ไปนีเ้ป็นจ านวนตรรกยะ 

1) 
1

5 7
 

2) 
3 2
2 3



 

3) 
 

1
1 5 6 

 

4) 
2 3

5 3 8


 
 

 

8.   จงหารากท่ีสองของจ านวนตอ่ไปนี ้

1) 9 2 14  
2) 11 2 30  
3) 18 12 2  
4) 32 8 15  
5) 10 11 2 231  
6) 486 336  
7) 9m 8n 12 2mn   
8) 12m 2n 4 6mn    โดยท่ี  m 0,n 0   

 

9.   จงหาคา่ของ 

1) 1 21 12 3   

2) 4 5 17 4 15    

3) 
6 2 5

2 14 6 5
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4) 
3 5

2 7 3 5



 
 

5) 19 4 21 7 12 29 2 28      

6) 3 3 8 7 4 3     
 

10.   จงหาค าตอบของสมการตอ่ไปนี ้

1) x 5 7   
2) 2x 5 17   

3) 35 x 2 12    
4) 3 8x 2 15x 6   
5) 4x 1 x 2 x 3      

6) 
x 3 3 x 5
x 2 3 x 13
 


 

 

7) 2 2x 6 x 2x 5 11 2x      

8) 2 29x 3x 4 x 3x 5 11      
 

11.  จงเขียนกราฟและบอกวา่เป็นฟังก์ชนัเพิ่มหรือฟังก์ชนัลดของฟังก์ชนัตอ่ไปนี ้

1) xy 4  

2) x 2y 2   

3) xy 2 3   

4) 
x2

y
5

   
 

 

 

12.  จงแก้สมการตอ่ไปนี ้

1) x12 1,728  

2) x 2 1
8

64
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3) 2x 2 x 1 x 14 16 32     

4) 2x x5 30 5 125 0     

5) 
x

x1 5
2

2 2
    
 

 

 

13.  จงแก้อสมการตอ่ไปนี ้

1) 3x2 64  

2) 
3x 116 256

25 625


 

 
 

 

3) 2x 2 x 327 81   

4) 
2x 3x 53 4

4 3


      

   
 

5) 
2 22x x 12 x x 27 7     

 

14.  ก าหนดให้  y  แทนจ านวนประชากรรวมของจงัหวดัแหง่หนึง่ 

                        x  แทนจ านวนปีท่ีท าให้ได้จ านวนประชากรรวมในแตล่ะปี 

      โดยท่ีจ านวนประชากรรวมเป็นฟังก์ชนัท่ีอยูใ่นรูป  

x
2y 100,000(1.5)   จงหาวา่ 

1) อีก 6 ปีข้างหน้าจงัหวดัแหง่นีจ้ะมีประชากรรวมจ านวนก่ีคน 

2) อีก 10  ปีข้างหน้าจงัหวดัแหง่นีจ้ะมีประชากรรวมจ านวนก่ีคน 
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แผนบริหารการสอนประจ าบทที่ 3 
 

เนือ้หาประจ าบท 
 

 บทที่  3  ฟังก์ชันลอการิทมึเบือ้งต้น 

3.1   ฟังก์ชนัลอการิทมึ 

3.2    สมบตัขิองลอการิทมึ 

3.3    กราฟฟังก์ชนัลอการิทมึ 

3.4    ลอการิทมึสามญัและลอการิทมึธรรมชาติ 

3.5    การแก้สมการลอการิทมึ 

3.6    การประยกุต์ 

3.7    สรุป 

 

จุดประสงค์เชงิพฤตกิรรม 

 
 เม่ือศกึษาบทท่ี 3   แล้วนกัศกึษาสามารถ 

 1.    อธิบายนิยามของฟังก์ชนัลอการิทมึได้ 

 2.    วาดกราฟของฟังก์ชนัลอการิทมึได้ 

 3.    ใช้กฎของลอการิทมึได้ 

 4.    ใช้หลกัการแอนตลิอการิทมึได้ 

 5.    อธิบายนิยามของลอการิทมึธรรมชาตไิด้ 

 6.    แก้สมการลอการิทมึได้ 

 7.    น าสมการฟังก์ชนัลอการิทมึไปประยกุต์ใช้ได้ 
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กิจกรรมการเรียนการสอนประจ าบท 
 1.    ผู้สอนอธิบายทฤษฎีบทและซกัถามพร้อมยกตวัอยา่งประกอบการ 

                                             บรรยายโดยใช้ไฟล์พาวเวอร์พอยนต์ 

   2.   แบง่ผู้ เรียนเป็นกลุม่ ๆ ละประมาณ 5  คน  เพ่ือศกึษาตวัอยา่งใน 

          เอกสารประกอบการ สอนแล้วน าเสนอ  

 3.   ให้ผู้ เรียนศกึษาเอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ 

  ทัว่ไป  เร่ือง ฟังก์ชนัลอการิทมึเบือ้งต้น 

 4.   ผู้ เรียนและผู้สอนร่วมกนัอภิปรายและหาข้อสรุปร่วมกนั 

 5.   ให้ผู้ เรียนท าแบบฝึกหดับทท่ี 3  
 

ส่ือการเรียนการสอน 
 

   1.   เอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป   

         เร่ือง  ฟังก์ชนัลอการิทมึเบือ้งต้น 

2.   ไฟล์เอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป 

3.   ไฟล์พาวเวอร์พอยนต์  เร่ือง  ฟังก์ชนัลอการิทมึเบือ้งต้น 

4.   หนงัสืออา่นประกอบค้นคว้าเพิ่มเตมิ 

5.   แบบฝึกหดับทท่ี 3  

 

การวัดผลและประเมนิผล 
 

1.   สงัเกตจากการซกัถามผู้ เรียน 

2.   สงัเกตจากการร่วมกิจกรรม 

3.   สงัเกตจากความสนใจ 

4.   ประเมินจากการท าแบบฝึกหดั 

5.   ประเมินจากการสอบระหวา่งภาคและปลายภาค 
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บทที่ 3  

ฟังก์ชันลอการิทมึเบือ้งต้น 
 

 ในบทนีจ้ะกล่าวถึงฟังก์ชันลอการิทึม  สมบัติของฟังก์ชันลอการิทึม การแก้สมการ

ฟังก์ชันลอการิทึมและอ่ืนๆ  ซึ่งมีพืน้ฐานมาจากบทท่ี 2  เร่ืองฟังก์ชันเลขยกก าลัง เพราะฟังก์ชัน

ลอการิทมึเป็นฟังก์ชนัผกผนัของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั  ซึง่ผู้ เรียนจะได้ศกึษาในเร่ืองตอ่ไปนี ้

 

3.1  ฟังก์ชันลอการิทมึ 

 จากบทท่ี  2  จะได้วา่ฟังก์ชนัลอการิทมึเป็นฟังก์ชนัผกผนัของฟังก์ชนัเลขยกก าลงั   

ท าให้เราได้นิยามของฟังก์ชนัลอการิทมึดงันี ้
 

นิยาม 1    ก าหนด a 1  และ a 1   และ y    

                 ถ้า ya x  จะได้ y  คือ log  ของจ านวน  x  บนฐาน a  ซึง่เขียนได้เป็น ay log x   

                 นัน่คือ  ฟังก์ชนัลอการิทมึ  af (x,y) y log x, a 0, a 1       
 

หมายเหตุ  ay log x   อา่นว่า “ y  เทา่กบั log  ของจ านวน x  บนฐาน a ” หรือ  

                                                 “ y  เทา่กบั log  x  ฐาน a ” 
 

ดงันัน้    ถ้า ya x   แล้วจะได้ ay log x  

             เม่ือ  y  คือคา่ของ log  ซึง่เป็นจ านวนจริงใดๆ 

 a   คือฐานของ log  ซึง่เป็นจ านวนจริงบวกและไมเ่ทา่กบั 1 

                   x   คือจ านวนของ log  ซึง่เป็นจ านวนจริงบวก เพราะวา่เม่ือ a 0  และ y   

                        แล้ว ya 0  เสมอ   
 

จากนิยามข้างต้นเราสามารถ เขียนเลขยกก าลงัในอยูใ่นรูปลอการิทมึได้  ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
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ตัวอย่างที่ 1   จงเขียนเลขยกก าลงัตอ่ไปนีใ้ห้อยูใ่นรูปลอการิทมึ 

 1)   42 16  

 2)   4(0.2) 0.0016  

 3)   1 1
5

5
   

 4)   3( 2) 2 2  
วิธีท า 

 1)   42 16    เขียนเป็นลอการิทมึได้ 2log 16 4  

 2)   4(0.2) 0.0016  เขียนเป็นลอการิทมึได้ 0.2log 0.0016 4  

 3)   1 1
5

5
   เขียนเป็นลอการิทมึได้ 5

1
log 1

5
  

 4)   3( 2) 2 2  เขียนเป็นลอการิทมึได้ 2log 2 2 3  

 

ตัวอย่างที่ 2   จงเขียนลอการิทมึตอ่ไปนีใ้ห้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั 

 1)  2log 8 3  
 2)  1

2

log 4 2  

 3)  10log 0.01 2  

 4)  3log 9 4  

วิธีท า 

 1)  2log 8 3  เขียนเป็นเลขยกก าลงัได้ 32 8  

 2)  1
2

log 4 2  เขียนเป็นเลขยกก าลงัได้ 
21

4
2


   
 

 

 3)  10log 0.01 2  เขียนเป็นเลขยกก าลงัได้ 210 0.01   

 4)  3log 9 4  เขียนเป็นเลขยกก าลงัได้ 4( 3) 9  ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี
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 ในการหาคา่ alog y  เราจะก าหนดให้  alog y   เท่ากบั x   และเขียนอยู่ในรูปเลขยกก าลงั 
xa y  แล้วแก้สมการเลขยกก าลงั โดยใช้สมบตัเิลขยกก าลงัมาแก้สมการ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

 

ตัวอย่างที่ 3   จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้

 1)  2log 32  

 2)  5log 625  

 3)  7log 343  
วิธีท า  

 1)  2log 32  

  ก าหนดให้  2log 32 x  

  จะได้                x2 32  

                          x 52 2  

                            x 5  
  ดงันัน้       2log 32 5  

  2)  5log 625  

  ก าหนดให้  5log 625 x  

  จะได้                  x5 625  

                            x 45 5  
  เป็นผลท าให้          x 4  

  ดงันัน้         5log 625 4  

  3)  7log 343  

  ก าหนดให้  7log 343 x  

  จะได้                  x7 343  

                            x 37 7  
  เป็นผลท าให้           x 3  

  ดงันัน้         7log 343 3  
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 แตถ้่าการหาคา่ลอการิทมึอยู่ในรูปท่ียากขึน้  เราต้องใช้สมบตัขิองลอการิทมึมาชว่ยในการ

หาคา่เพ่ือง่าย รวดเร็วและถกูต้องดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้

 

3.2  สมบัตขิองลอการิทมึ 
 

     เม่ือ a,M,N เป็นจ านวนจริงบวก a 0,a 1    และ n  เป็นจ านวนจริง แล้ว 

 1.  a a alog MN log M log N    

 2.  a a a
M

log log M log N
N

    
 

 

 3.  n
a alog M nlog M  

 4.  alog a 1  

  5.  alog 1 0  

 6. alog Ma M  

 7.  a
N

a

log M
log M

log N
    เม่ือ  N 1  

 8.  a
M

1
log M

log a
     เม่ือ   M 1  

 9.  a alog N log MM N  

 10.  n aa
1

log M log M
n

  

  11.  N
M

a
M

log a
N

  

  

 การหาคา่ตา่งๆ ท่ีเก่ียวข้องกบัลอการิทมึ  สามารถน าสมบตัข้ิางต้นมาใช้ในการหาคา่และ

แก้ปัญหาได้ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
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ตัวอย่างที่ 4   จงหาคา่ x  จากสมการตอ่ไปนี ้

 1)  3log x 4  

 2)  xlog 125 3  

 3)  2log (x 1) 5   

 4)  5 5log (log x) 0  

 5)  2
2log (x 2x) 3   

วิธีท า 

 1)  3log x 4  

  เปล่ียนให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้  4x 3  

  ดงันัน้  x 81  
 

  2)  xlog 125 3  

   เปล่ียนให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้  3125 x  

                                                            3 35 x   
  ดงันัน้  x 5  
 

  3)  2log (x 1) 5   

   เปล่ียนให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้  5x 1 2   

                                                                     x 32 1   
   ดงันัน้   x 33  
 

  4)  5 5log (log x) 0  

   เปล่ียนให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้  0
5log x 5   

                                                                                  5log x 1   เพราะวา่ 05 1  

                                                                   1x 5  
   ดงันัน้  x 5  
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  5)  2
2log (x 2x) 3   

  เปล่ียนให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้  2 3x 2x 2   

                                                    2x 2x 8 0    

                                                     (x 4)(x 2) 0    
  ดงันัน้  x 4  หรือ x 2  
 

 การหาคา่ของ log  อาจไมส่ามารถหาได้โดยตรงต้องอาศยัสมบตัขิองลอการิทมึ มาชว่ยใน

การหาค าตอบ และก าหนดคา่ของ log  บางคา่มาให้ เพ่ือหาอีกคา่หนึง่ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 5    ก าหนดให้ log 2 0.3010   และ log 3 0.4771   จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้

 1)   log 12  

 2)   log 54  

 3) log 72  

 4) log 256  

 5) log 729  

วิธีท า 
 1)   log 12  

  2log 12 log(2 3)   

  2loglog 12 2 log 3   

  2log 2log 12 log 3   

       2(0.3010)log 02 711 .47   

             1.0791  
  ดงันัน้      log 12 1.0791  
 

  2)   log 54  

  3log 54 log(3 2)   

             3log 3 log 2   
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             3log 3 log 2   

             3(0.4771) 0.3010   

             1.7323  
 

  ดงันัน้     log 54 1.7323  
 

  3) log 72  

  3 2log 72 log(2 3 )   

             3 2log 2 log 3   

             3log 2 2log 3   

             3(0.3010) 2(0.4771)   

             1.8572  
 

  ดงันัน้     log 72  1.8572  
 

  4) log 256  

  8log 256 log(2 )  

  log 256 8log 2  

  8(0log .3256 010)  

  l 2.4080og 256  

  ดงันัน้    log 256 2.4080  
 

  5) log 729  

  6log 729 log(3 )  

  log 256 6log 3  

  6(0log .4256 771)  

  l 2.8626og 256  

  ดงันัน้    log 729 2.8626               
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 การใช้สมบตัขิองลอการิทมึมาใช้ในการหาคา่ของ log  ท่ีได้ก าหนดคา่ log  มาให้ไมต่รงกบั

ท่ีต้องการหาคา่ ต้องจดัรูปให้มี log  ตรงตามก าหนดแล้วใช้สมบตัขิองลอการิทมึหาคา่ตอ่ไป 

ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 6   ถ้าก าหนดให้ log 4.85 0.6857   จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้

 1)   log 485  

 2)   log 0.485  

 3)   log 0.000485  

 4)   log 4,850,000  

 

วิธีท า 
 1)   log 485  

  2log 485 log(4.85 10 )   

               2log 4.85 log 10   

               log 4.85 2log 10   

               0.6857 2   

               2.6857  
  ดงันัน้    log 485 2.6857  
 

  2)   log 0.485  

  1log 0.485 log(4.85 10 )   

   1log 4.85 log 10   

   log 4.85 1log 10   

   0.6857 1   

   0.3143  
  ดงันัน้    log 0.485 0.3143  
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  3)   log 0.000485  

  4log 0.000485 log(4.85 10 )   

   4log 4.85 log 10   

   
log 4.85 4log 10

0.6857 4

 

 
 

    3.3143  
  ดงันัน้  log 0.000485 3.3143  
 

 4)   log 4,850,000  

       6log 4,850,000 log(4.85 10 )   

    6log 4.85 log 10   

   log 4.85 6log 10   

   0.6857 6   

   6.6857  
 ดงันัน้  log 4,850,000 6.6857  
 

 แตถ้่าโจทย์ท่ีก าหนดมาให้ ไมส่ามารถจดัรูปและใช้สมบตัขิองลอการิทมึได้  จะต้องใช้

ความรู้เร่ืองการเปรียบเทียบ ในการหาคา่ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 7   ก าหนดให้  log 0.0631 1.2   และ log 6320 3.8007    

 จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้

 1)   log 0.006317  

      2)   log 631.7  

วิธีท า 
 1)   log 0.006317  

   3log 0.006317 log(6.317 10 )   

                                    3log 6.317 log 10   
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                                    log 6.317 3   

  พิจารณาการหาคา่ของ  log 6.317   มีวิธีการดงันี ้

  จาก  log 0.0631 1.2   จะได้  log 6.310 0.8   และ 

  จาก  log 6320 3.8007   จะได้  log 6.320 0.8007  

  เปรียบเทียบระยะหา่งได้ดงันี ้

  

log 6.310 0.8
0.007 dlog 6.317 N0.010 0.0007

log 6.320 0.8007

  
     
 
 

 

  เขียนสดัสว่นได้ดงันี ้

  
d 0.007

0.0007 0.010
  

            
0.007 0.0007

d
0.010


  

            d 0.00049  
  จะได้  N 0.8 0.00049   

 นัน่คือ  log 6.317 0.80049  

 เฉพาะฉะนัน้  log 6.317 3 0.80049 3 2.19951     

 ดงันัน้  log 0.006317 2.19951  
 

       2)   log 631.7  

       2log 631.7 log(6.317 10 )   

                 2log 6.317 log 10   

                 log 6.317 2log 10   

                 0.80049 2   

                 2.80049  
  ดงันัน้  log 631.7 2.80049  
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 ตอ่ไปนีเ้ราจะน าเอา log   มากระท าในลกัษณะ การบวก การลบ การคณู การหาร  

และการกระท าในลกัษณะพิเศษ ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 8   จงหาคา่ของ  12 3
4

log 16 + log 27 + log 256  

วิธีท า          จาก 
 

8
4 3 2

1 12 3 2 3
4 2

1
log 16 log 27 log 256 log 2 log 3 log

2


       
 

 

                                                     
12 3
2

8 1
4log 2 3log 3 log

2 2

4 3 4

  

  

 

                                                                           3  
                      ดงันัน้    12 3

4

log 16 log 27 log 256 3    

ตัวอย่างที่ 9   จงหาคา่ของ  12 3
2 3 2 3log log 10 log log 10  

วิธีท า    จาก      12 3
2 3 2 3 2 3 2 3log log 10 log log 10 log (12log 10) log (3log 10)    

                                                                                3
2

3

12log 10
log

3log 10

 
  

 
 

                                           2log 4  

   
2

2

2

log 2

2log 2




 

   2  

     ดงันัน้        12 3
2 3 2 3log log 10 log log 10 2   

 

ตัวอย่างที่ 10  จงหาคา่ของ  2 3 4 255log 3 log 4 log 5 ... log 256     

วิธีท า    จาก 2 3 4 255
log3 log4 log5 log256

log 3 log 4 log 5 ... log 256 ...
log2 log3 log4 log255
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log256
log2

  

              2log 256  

              
8

2log 2

8




                   

                        ดงันัน้     2 3 4 255log 3 log 4 log 5 ... log 256 8      
 

ตัวอย่างที่ 11  จงหาคา่ของ  3 2 2 2log log log log 16  

วิธีท า            จาก  4
3 2 2 2 3 2 2 2log log log log 16 log log log log 2  

    3 2 2log log log 4  

    2
3 2 2log log log 2  

    3 2log log 2  

    3log 1  

    0  
 ดงันัน้   3 2 2 2log log log log 16 0  

 

ตัวอย่างที่ 12   จงหาคา่ของ  5 3 41 log 2 log 2 log 325 3 16 
   

วิธีท า     จาก 5 3 41 log 2 log 2 log 325 3 16 
   

    5 3 42log 2 log 22 2log 35 5 3 4 
     

   
2 1 2

5 3 4log 2 log 22 log 35 5 3 4
 

     

   2 2 1 25 (2 ) (2 ) 3     

   
25 1

9
4 2

    

   
25 2 36
4 4 4

    

   
19
4

  

  ดงันัน้    5 3 41 log 2 log 2 log 3 19
25 3 16

4
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3.3  กราฟของฟังก์ชันลอการิทมึ 

 จากสมการ   ay log x , x 0 ,a 0    และ  a 1  จงึสามารถแบง่  a  ได้เป็น 2  ชว่ง 

คือ  0 a 1    และ a 1   เม่ือน ามาเขียนกราฟได้ดงันี ้

    กรณี   0 a 1                                              กรณี   a 1  

 

 

 

 

 

 

 

ภาพท่ี 3.1  แสดงกราฟของฟังก์ชนัลอการิทมึ 

          จากกราฟจะได้วา่ 

 1.  กราฟของฟังก์ชนั ay log x , x 0 , a 0    และ  a 1   ผา่นจดุ  (1,0)  เสมอ 

  2.   ถ้า 0 a 1     แล้ว  ay log x เป็นฟังก์ชนัลด  

 3.   ถ้า  a 1    แล้ว  ay log x   เป็นฟังก์ชนัเพิ่ม 

 4.  ฟังก์ชนัลอการิทมึเป็นฟังก์ชนั 1 1   จาก     ไปทัว่ถึง   

             5.  ฟังก์ชนัลอการิทมึเป็นฟังก์ชนั 1 1  จะได้วา่  a alog x log y  ก็ตอ่เม่ือ  x y  

ความสมัพนัธ์ระหวา่ง x  และ y  ของฟังก์ชนัลอการิทมึ ซึง่ a 1  มีลกัษณะกราฟดงันี ้

 
 

  

 

 

 

ภาพท่ี 3.2  แสดงฟังก์ชนัเพิ่ม 

ay log x  

Y  

X  
(1,0)  

ay log x  

Y  

X  
(1,0)  

ay log x  

Y  

X  
(1,0)  
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เม่ือ a 1   ฟังก์ชนัลอการิทมึเป็นฟังก์ชนัเพิ่ม คือ เม่ือคา่ของ x  เปล่ียนจาก 1x  เป็น 2x   

 โดย 2 1x x  ท าให้ a 2 a 1log x log x  หรือ  

        2 1x x  ท าให้ a 2 a 1log x log x  

สรุปได้ดงันี ้

  1)   เม่ือคา่ของ x  เพิ่มขึน้ ท าให้คา่ของ alog x  เพิ่มขึน้ด้วย 

  2)   เม่ือคา่ของ x  ลดลง  ท าให้คา่ของ alog x  ลดลงตาม 

ความสมัพนัธ์ระหวา่ง x  และ y  ของฟังก์ชนัลอการิทมึ ซึง่ 0 a 1   มีลกัษณะกราฟดงันี ้

 

 

 

 
 

 

 
 

ภาพท่ี 3.3  แสดงฟังก์ชนัลด 
 

เม่ือ 0 a 1    ฟังก์ชนัลอการิทมึเป็นฟังก์ชนัลด คือ เม่ือคา่ของ x  เปล่ียนจาก 1x  เป็น 2x   

 โดย 2 1x x  ท าให้ a 2 a 1log x log x  หรือ  

        2 1x x  ท าให้ a 2 a 1log x log x  

สรุปได้ดงันี ้

   1)   เม่ือคา่ของ x  เพิ่มขึน้ ท าให้คา่ของ alog x  ลดลงตาม 

  2)   เม่ือคา่ของ x  ลดลง  ท าให้คา่ของ alog x  เพิ่มขึน้ด้วย 

 

 

 

 

ay log x  

Y  

X  
(1,0)  
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3.4  ลอการิทมึสามัญและลอการิทมึธรรมชาติ  
 

         ลอการิทมึสามญั หมายถึง ลอการิทึมท่ีมีฐานของลอการิทมึเป็นฐานสิบ  เขียนแทนด้วย 

10log N  หรือ log N 

 การหาคา่ log N  มีวิธีการดงันี ้

  1)    จดัรูปให้  nN A 10    โดยท่ี  1 A 10 , n     

  2)    แทนคา่ N  จะได้    nlog N log A 10   

    nlog A lologN g10   

   lolo ngN g A   

       ดงันัน้จะได้             log N log A n     

 เรียก  logA  วา่ คา่แมนทิสซา และ 

 เรียก  n   ซึง่เป็นจ านวนเตม็วา่   คา่แคแรกเทอริสติก    
 

 ซึง่ในการหาคา่แมนทิสซา และคา่แคแรกเทอริสติก  จะต้องจดัรูปให้อยูใ่น  nlog(A 10 )  

ก่อนเสมอ ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 13   จงบอกวา่คา่แมนทิสซาและคา่แคแรกเทอริสติกของ log 125  

วิธีท า     จาก  log 125    จดัรูปให้อยูใ่น nlog(A 10 )  

  จะได้ 2log125 log(1.25 10 )    

   2log1.25log1 025 log1    

   loglog 1.125 25 2   
 นัน่คือ   log125 log 1.25 2   

  ดงันัน้จะได้  คา่แมนทิสซา  คือ   log1.25     

   และ คา่แคแรกเทอริสตกิ คือ  2   
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ตัวอย่างที่ 14   จงบอกว่าคา่แมนทิสซาและคา่แคแรกเทอริสตกิของ log 0.00214  

วิธีท า     จาก  log 0.00214   จดัรูปให้อยูใ่น nlog(A 10 )  

  จะได้        3log 0.00214 log(2.14 10 )     

                                                            
3log 2.14 log10

log 2.14 3

 

 
 

 นัน่คือ       log 0.00214 log 2.14 3   

  ดงันัน้จะได้ คา่แมนทิสซา  คือ   log 2.14     

   และ คา่แคแรกเทอริสตกิ คือ  3   

 

 ลอการิทมึธรรมชาต ิ หมายถึง  ลอการิทมึท่ีมีฐานเป็นฐาน e   เม่ือ e  เป็นจ านวนอตรรกยะ  

ซึง่   e 2.1782818...    ก าหนดให้ x  เป็นจ านวนจริงบวก ดงันัน้ elog x  เขียนแทนด้วย lnx  

เน่ืองจาก lnx  เปล่ียนฐานมาจาก log  ดงันัน้สมบตัขิอง lnx  ยงัคงเหมือนกนักบัสมบตัขิอง log  

ดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้
 

  3.4.1   สมบัตขิองลอการิทมึธรรมชาติ 

      ก าหนดให้  x,y  เป็นจ านวนจริงบวก 

 1.   lnxy lnx lny   

 2.   
x

ln lnx lny
y
   

 3.   plnx plnx   เม่ือ p   เป็นจ านวนจริงใดๆ 

 4.   ln 1 0  

 5.   ln e 1  

 6.   lnxe x   เม่ือ x  เป็นจ านวนจริงใดๆ 

 7.   
log x

lnx
log e
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 การหาคา่ของ  lnx  ท าได้โดยการเปล่ียนให้เป็นลอการิทมึฐานสิบ 

ดงันัน้   e
logx logx

lnx log x
loge 0.4343

     หรือ  lnx (2.3026)logx    

ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 15   จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้ (ใช้ทศนิยม 4  ต าแหนง่) 

 1)   ln 72    ก าหนดให้  log72 1.8573  

 2)   ln 0.2547   ก าหนดให้  log2547 3.4060  

วิธีท า 

  1)   ln 72    ก าหนดให้  log72 1.8573  

  จาก             
log 72 log 72

ln 72
log e 0.4343

   

  ก าหนดให้  log 72 1.8573  

  จะได้           
1.8573

ln 72
0.4343

  

  ดงันัน้          ln 72 4.2765  
 

  2)   ln 0.2547   ก าหนดให้  log2547 3.4060  

  จาก         
4log 0.2547 log(2574 10 ) log 2574 4

ln 0.2547
log e log e 0.4343

 
    

  ก าหนดให้  log2547 3.4060  

  จะได้        
3.4060 4

ln 0.2547
0.4343


  

  ดงันัน้       ln 0.2547 1.3677  
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 3.4.2  การหาค่าลอการิทมึ 

                     คา่ของ log  ฐาน 10  

  สงัเกตเลขยกก าลงัและลอการิทมึตอ่ไปนี ้

  เลขยกก าลงั ลอการิทมึ 

  410 10,000  10log 10,000 4  

  310 1,000  10log 1,000 3  

  210 100  10log 100 2  

  110 10  10log 10 1  

  110 0.1   10log 0.1 1  

  210 0.01   10log 0.01 2  

  310 0.001   10log 0.001 3  

  410 0.0001   10log 0.0001 4  

จากข้างต้นจะเห็นวา่  

 ถ้าจ านวนของ log  เป็น n10  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ คา่ของ log  จะเป็นจ านวนเตม็ n    

 ถ้าจ านวนของ log  ไมเ่ป็น n10  เม่ือ n  เป็นจ านวนเตม็ คา่ของ log  จะเป็นจ านวนเตม็ n  

 ถ้าจ านวนของ log  มีคา่มากกวา่ 1 คา่ของ log  จะเป็นบวก และ 

 ถ้าจ านวนของ log  มีคา่น้อยกวา่ 1 คา่ของ log  จะเป็นลบ 

เชน่  1 3 10   ดงันัน้จะได้วา่  log 1 log 3 log 10   แตเ่น่ืองจาก log 1 0  และ log 10 1  

เพราะฉะนัน้  0 log 3 1    
 

ตัวอย่างท่ี 16   จงประมาณคา่ของ log 12  วา่อยูใ่นชว่งจ านวนเตม็ใด 

วิธีท า  จาก  log 12  

  เปรียบเทียบกนัจะได้วา่  log 10 log 12 log 100   

  จะได้  1 log 12 2   

  ดงันัน้  log 12  มีคา่มากกว่า 1 แตน้่อยกวา่ 2  
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ตัวอย่างที่ 17 จงประมาณคา่ของ  log 0.124   วา่อยูใ่นชว่งจ านวนเตม็ใด 

วิธีท า  จาก   log 0.124  

  เปรียบเทียบกนัจะได้วา่  1log 10 log 0.124 log 1    

  จะได้วา่ 1 log 0.124 0    

  ดงันัน้  log 0.124  มีคา่มากกว่า 1  แตน้่อยกวา่ 0  

  

 3.4.3   แอนตลิอการิทมึ  
                       แอนตลิอการิทมึ เป็นการด าเนินการท่ีตรงข้ามกบัการหาคา่ลอการิทมึ กลา่วคือ 

แทนท่ีจะก าหนดคา่ x  แล้วให้หา log x  กลบัก าหนดคา่ log x  แล้วให้หาคา่ x  จ านวนจริง x   

ท่ีได้เราเรียกวา่  “แอนตลิอการิทมึ ของ log x ”  เขียนแทนด้วยสญัลกัษณ์  Antilog(log x)    

    นัน่คือ  Antilog(log x) x  

                เม่ือก าหนดคา่ของ log x   สามารถหาคา่ x  ได้ดงันี ้

  เขียน  log x  ให้เป็นผลบวกของคา่แมนทิสซากบัคา่แคแรกเทอริสตกิของ log x   

 ได้ดงันี ้ log x M n   

 โดยท่ี M  แทนคา่แมนทิสซาของ log x  และ  

                                  n  แทนคา่แคแรกเทอริสตกิของ log x    

 แล้วใช้ตารางลอการิทมึสามญัหาจ านวนจริง N  ท่ีท าให้  log N M  ดงันี ้

n

n

log x log N n

log N log 10

log(N 10 )

 

 

 

 

 เพราะฉะนัน้  nx N 10   

 เน่ืองจาก แอนตลิอการิทมึของจ านวนจริงมีทัง้จ านวนท่ีเป็นบวกและจ านวนท่ีเป็นลบ  

ดงันัน้ วิธีการแอนตลิอการิทึมแบง่เป็น 2 หวัข้อตอ่ไปนี ้
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  3.4.3.1  การหาคา่แอนตลิอการิทมึของจ านวนท่ีเป็นบวก 

       มีวิธีการดงันี ้ 

               แยกคา่ของ Antilog เป็น 2 สว่น ได้แก่ สว่นท่ีเป็นจ านวนเตม็และทศนิยม

จากนัน้หาคา่ Antilog ของจ านวนเตม็ ซึง่มีคา่เทา่กบั 10  ยกก าลงัด้วยตวัเลขนัน้ และหาคา่ 

Antilog ของตวัเลขทศนิยม โดยใช้ตารางลอการิทมึ แล้ว น าคา่ Antilog ทัง้สองสว่นมาคณูกนั  

จะได้คา่ Antilog ของจ านวน log N นัน้  ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 18   จงค านวณคา่ของ  Antilog 4.7574  โดยก าหนดให้  Antilog 0.7574 5.720  

วิธีท า   จาก    Antilog4.7574 Antilog(0.7574 4)   

  (Antilog 0.757Antilog 4.7574 4) (Antilog 4)   

  4Antilog4.757 5.720 04 1   

  ดงันัน้      4Antilog4.7574 5.720 10   
 

ตัวอย่างที่ 19 จงค านวณคา่ของ Antilog 5.3738   โดยก าหนดให้ Antilog 0.3738 2.3651  

วิธีท า   จาก        Antilog 5.3738 Antilog(0.3738 5)   

  (Antilog 0.373Antilog5.3738 8) (Antilog 5)   

  5Antilog5.3738 2.3651 10   

  ดงันัน้     5Antilog 5.3738 2.3651 10   
 

  3.4.3.2  การหาคา่แอนตลิอการิทมึของจ านวนท่ีเป็นลบ 

              เน่ืองจากคา่แมนทิสซาของ  log x  จะเป็นจ านวนจริงบวก ดงันัน้คา่ของ 

log N 0  ต้องมีวิธีการปรับดงัตอ่ไปนี ้

   น าเลขจ านวนเตม็ท่ีมีคา่มากกวา่  log N  บวกเข้ากบัคา่ของ log N  และลบ

ออกจ านวนเตม็จ านวนเดียวกนั  เพ่ือท าให้ได้ตวัเลขทศนิยมท่ีเป็นบวก แตก่ารท าเชน่นีจ้ะท าให้คา่

ไมเ่ปล่ียนไปหรือเทียบเทา่คา่เดมิ  จากนัน้หาคา่ Antilog ของตวัเลขทศนิยมท่ีเป็นบวก โดยใช้

ตารางลอการิทมึ และหาคา่  Antilog ของจ านวนเตม็ท่ีเป็นลบ ซึง่มีคา่เทา่กบั 10 ยกก าลงัด้วย
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จ านวนเตม็ท่ีเป็นลบแล้วน าคา่  Antilog ของทัง้สองสว่นมาคณูกนั จะได้คา่  Antilog ของจ านวน 

log N ท่ีเป็นลบ  ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 20 จงค านวณคา่ของ Antilog( 4.3441) โดยก าหนดให้ Antilog0.6559 4.5283       

วิธีท า   จาก Antilog( 4.3441) Antilog( 4.3441 5 5)      

     AntAnt iloilog 4 g(0.6.34 1 5)4 559    

     (Antilog0.6559)Antilog 4.3441 (Antilog( 5))    

     5Antilog 4.3441 4.5283 10   

   ดงันัน้     5Antilog( 4.3441) 4.5283 10    
  

 ถ้ามีลอการิทมึทัง้สองข้างของสมการ  สามารถแอนตลิอการิทมึได้ทัง้สองข้างพร้อมกนั  

ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 21   ก าหนดให้ log 5.55 0.7443  และ log x 3.7443   จงหาคา่ของ x  

วิธีท า  จาก  log x 3.7443  

  เขียนในรูปผลบวกของคา่แมนทิสซากบัคา่แคแรกเทอริสติกของ  log x   

  จะได้                    log x 0.7443 3   

  จากก าหนดให้  log 5.55 0.7443   

  จะได้                    log x log 5.55 3   

  จดัรูปใหม่             3log x log 5.55 log 10   

  จะได้                    3logx log(5.55 10 )   

                              logx log 5,550  

  แอนตลิอการิทมึ  จะได้  x 5,550  

  ดงันัน้  x 5,550  
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ตัวอย่างที่ 22    ก าหนดให้ log 2.87 0.4579   และ log 2.88 0.4594    

                         จงหาจ านวนจริง x  เม่ือก าหนด log x  ดงัตอ่ไปนี ้

  1) log x 4.4586                            

  2) log x 1.5414  

วิธีท า   
  1) log x 4.4586  

  จาก  logx 4.4586  

  เขียนในรูปผลบวกของคา่แมนทิสซากบัคา่แคแรกเทอริสติกของ log x   

  จะได้  log x 0.4586 4   

  หาจ านวนจริง N  ท่ีท าให้ log N 0.4586   มีวิธีการหาดงันี ้

  เปรียบเทียบระยะหา่ง  จะได้ 

  

log 2.87 0.4579
d 0.0007log N 0.45860.01 0.0015

log 2.88 0.4594

  
     
 
 

 

  เขียนสดัสว่นได้ดงันี ้

    
d 0.0007

0.01 0.0015
  

         
0.0007 0.01

d
0.0015


  

         d 0.005  
  จะได้       N 2.87 0.005   

         N 2.875  
  ดงันัน้  log 2.875 0.4586  

  จะได้วา่      4log x log 2.875 log 10   

                                          4log x log (2.875 10 )                                                                  

                                          log x log 28,750  
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  แอนตลิอการิทมึ  จะได้  x 28,750  

  ดงันัน้  x 28,750  
 

  2) log x 1.5414  

  จาก  log x 1.5414  

  จะได้  log x ( 1 0.5414 2) 2 0.4586 2        

  เขียนในรูปผลบวกของคา่แมนทิสซากบัคา่แคแรกเทอริสติกของ  log x   

  จะได้  log x 0.4586 2   

                2log x log 2.875 log10   

            2log x log (2.875 10 )   

            log x log 0.02875  

  แอนตลิอการิทมึ  จะได้  x 0.02875  

  ดงันัน้  x 0.02875  

 

3.5   การแก้สมการลอการิทมึ 
            สมการของลอการิทึม  หมายถึง  สมการท่ีมีพจน์อยา่งน้อยหนึง่พจน์อยูใ่นรูปลอการิทมึ

ของตวัแปร 

            ค าตอบของสมการลอการิทมึ  หมายถึง  จ านวนจริงท่ีเม่ือน าไปแทนตวัแปรในสมการท่ี

ก าหนดให้แล้วจะได้ประโยคท่ีเป็นจริง 

 ขัน้ตอนในการแก้สมการลอการิทมึ  มีดงันี ้

 1.  การจดัรูป log   ให้อยูใ่นรูปยกก าลงั  โดยใช้สมบตัท่ีิว่า 

                        alog x y   ก็ตอ่เม่ือ  yx a  

 2.  เม่ือเปล่ียนเป็นเลขยกก าลงัแล้ว  ให้ใช้สมบตัขิองลอการิทมึท่ีวา่เป็นฟังก์ชนั 

  หนึง่ตอ่หนึง่  กล่าวคือ 

      a 1 a 2log x log x   ก็ตอ่เม่ือ  1 2x x  และ 1x 0  และ 2x 0  
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 3.  หลงัจากแก้สมการได้คา่ของตวัแปรแล้ว จะต้องตรวจสอบค าตอบท่ีได้วา่เป็นจริง     

                         หรือเท็จ  
 

              การแก้สมการลอการิทมึ  นอกจากขัน้ตอนข้างต้นแล้วยงัต้องอาศยัตา่งๆ ของลอการิทมึ

มาชว่ยแก้ปัญหาด้วย  ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

ตัวอย่างที่ 23  จงแก้สมการ  2log(3x 2x 4) 0    

วิธีท า  จากสมการ    2log(3x 2x 4) 0    

  จดัรูปให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้ 

   2 0(3x 2x 4) 10    

      23x 2x 4 1    

      23x 2x 5 0    

     (3x 5)(x 1) 0    

                         
5

x ,1
3

  

  ตรวจสอบ  แทน  
5

x
3

   ใน  2log(3x 2x 4) 0    

  จะได้    
25 5

log(3 2 4) 0
3 3

   
       
   

 

                         
25 10 12

log( ) 0
3 3 3
    

                                                log 1 0  

                                                                                                   0 0   เป็นจริง 

  ตรวจสอบ  แทน  x 1   ใน  2log(3x 2x 4) 0    

  จะได้                2log(3(1) 2(1) 4) 0    

                            log(3 2 4) 0    
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                            log 1 0  

                                                                               0 0   เป็นจริง 

ดงันัน้  ค าตอบของสมการนี ้ คือ  
5

x
3

   หรือ  x 1  

 

ตัวอย่างที่ 24   จงหาเซตค าตอบของสมการ  3 3log (x 1) log (2x 1) 1      

วิธีท า จากสมการ 3 3log (x 1) log (2x 1) 1     

 ใช้สมบตัขิองลอการิทมึ  จะได้ 

   3
x 1

log 1
2x 1
   

  
 

 จดัรูปให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้ 

   1x 1
3

2x 1





 

   
x 1 1

2x 1 3





 

   3x 3 2x 1    

            x 4  
 ตรวจสอบ  แทน  x 4  ใน  3 3log (x 1) log (2x 1) 1     

 จะได้   3 3log (4 1) log (2(4) 1) 1     

                           3 3log 3 log 9 1   

                        2
3 3log 3 log 3 1   

                                            1 2 1   
                                                                                         1 1     เป็นจริง 

 ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   4  
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ตัวอย่างที่ 25   จงหาค าตอบของสมการ  2
4 3 2log log log (x 2x) 0   

วิธีท า จากสมการ 2
4 3 2log log log (x 2x) 0   

 จดัให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้ 

   2
3 2log log (x 2x) 1   

           2
2log (x 2x) 3   

                     2x 2x 8   

               2x 2x 8 0    

             (x 4)(x 2) 0    

                                x 4, 2   

 ตรวจสอบ  แทน  x 4  ในสมการ  2
4 3 2log log log (x 2x) 0   

 จะได้ 2
4 3 2log log log ((4) 2(4)) 0   

                     4 3 2log log log 8 0  

                  f 3
4 3 2log log log 2 0  

                             4 3log log 3 0  

                                     4log 1 0  

                                            0 0   เป็นจริง 

 ตรวจสอบ  แทน x 2  ในสมการ  2
4 3 2log log log (x 2x) 0   

 จะได้ 2
4 3 2log log log (( 2) 2( 2)) 0     

                           4 3 2log log log 8 0  

                        3
4 3 2log log log 2 0  

                                  4 3log log 3 0  

                                          4log 1 0  

                                                 0 0   เป็นจริง 

 ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   2,4  

 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



153 
 

 นอกจากตวัอย่างข้างต้น  ยงัมีตวัแปรท่ีสามารถเป็นฐานของลอการิทมึ  ซึง่มีวิธีการหา

ค าตอบเหมือนกนั  ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้

ตัวอย่างที่ 26  จงหาเซตค าตอบของสมการ  1
x

5
log 32

2
   

วิธีท า จากสมการ 1
x

5
log 32

2
   

 จะได้                  x
5

log 32
2

   

                                                  x
5

log 32
2

  

 จดัให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั  จะได้ 

           

5
2x 32  

 ใช้สมบตัเิลขยกก าลงั จะได้ 

          

5
52

2 25
55 52

x (2)

((x) ) ((2) )





 

 ดงันัน้จะได้                     2x 2 4   

 ตรวจสอบ  แทน  x 4   ในสมการ  1
x

5
log 32

2
   

 จะได้                 1
4

5
log 32

2
   

                     2
5

2
5

log 2
2

   

   2
5 5

log 2
2 2

   

            
5 5
2 2

    เป็นจริง 

 ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   4  
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ตัวอย่างที่ 27  จงหาเซตค าตอบของสมการ  2x
log 9 2x 2x 11x 15    

วิธีท า จากสมการ 2x
log 9 2x 2x 11x 15    

 ใช้สมบตัขิองลอการิทมึ  จะได้ 

   
x

1
log 9 22x 2x 11x 15    

   

1
2xlog 9 2x 2x 11x 15    

            

1
229 2x 11x 15    

               23 2x 11x 15    

           22x 11x 12 0    

           (2x 3)(x 4) 0    

              
3

x ,4
2

  

 ตรวจสอบ แทน 
3

x
2

  ในสมการ  

1
229 2x 11x 15    

 เพราะวา่   2x

1
log 9 2x 9  

 จะได้     

1 2
2 3 3

9 2 11 15
2 2

        
   

 

                             
9 33 30

3
2 2 2

    

                                                        
6

3
2

  

                                                        3 3   เป็นจริง 
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 ตรวจสอบ แทน x 4  ในสมการ  
1

229 2x 11x 15    

  จะได้ 

1
229 2(4) 11(4) 15    

                        3 32 44 15    

                                                   3 3  
                                                   3 3   เป็นจริง 

 ดงันัน้  เซตค าตอบของสมการนี ้ คือ   3
,4

2
 

 

3.6  การประยุกต์ 
 

 ในหวัข้อนีเ้ป็นการน าเอาความรู้เร่ืองฟังก์ชนัลอการิทมึไปประยกุต์ใช้ในสาขาอ่ืนๆ ได้แก่ 

ฟิสิกส์ เคมี เศรษฐศาสตร์ เช่น ปริมาณสารกมัมนัตภาพรังสีท่ีก าลงัสลายตวั ความเข้มของเสียง 

ระดบัความเป็นกรดเป็นดา่งของสารละลาย เป็นต้น ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

 การสลายตวัของสารกมัมนัตภาพรังสี ท่ีมีคร่ึงชีวิต h  วนั หาปริมาณสารท่ีเหลืออยูโ่ดยใช้

สตูรตอ่ไปนี ้

  rt
0m(t) m e  

 เม่ือ m(t)  แทน ปริมาณของสารกมัมนัตภาพรังสีท่ีเหลืออยู ่เม่ือเวลาผา่นไป t  วนั 

  0m  แทน ปริมาณของสารกมัมนัตภาพรังสี ณ จดุเร่ิมต้น 

  
ln2

r
h

  

ตัวอย่างที่ 28 ธาตโุปโลเนียม  มีคร่ึงชีวิต 140  วนั ถ้าเดมิมีธาตโุปโลเนียมอยู่ 300  มิลลิกรัม  

   จงหา 

   1)   ปริมาณของธาตโุปโลเนียมท่ีเหลืออยู ่เม่ือเวลาผา่นไป 2  ปี 

   2)   ใช้เวลานานก่ีวนั จงึจะมีธาตโุปโลเนียมเหลืออยู ่100  มิลลิกรัม 
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วิธีท า   1)    จากสตูร  rt
0m(t) m e  

    ในท่ีนี ้ 0m 300  และ t 730  

    และ          
ln2

r
h

  

      r
ln2
140

  

      
0.69

0
r

31
14

  

      0.0 5r 049  

    จะได้  0.00495 730m(730) 300e   

                      m(730) 8.087  
  ดงันัน้  เม่ือเวลาผา่นไป 2  ปี มีธาตโุปโลเนียม เหลืออยู่ประมาณ 8  มิลลิกรัม 

   2)    จากสมการ rt
0m(t) m e  

    ในท่ีนี ้   m(t) 100  

       0.00495t100 300e  

         0.00495t1
e

3
  

                                    
1

ln 0.00495t
3

 
 

 
 

                                          

1
ln

3t
0.00495

 
 
 


 

            202.02  
 

   ดงันัน้  ธาตโุปโลเนียมจะเหลือ 100  มิลลิกรัม เม่ือเวลาผ่านไปประมาณ 202  วนั 
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 การวดัระดบัความเข้มเสียง เป็นการวดัความเข้มเสียงโดยเทียบกบัความเข้มเสียงท่ีหคูน

ปกตเิร่ิมได้ยินเป็นเกณฑ์อ้างอิง สามารถหาระดบัความเข้มเสียง โดยใช้สตูรตอ่ไปนี  ้

 
0

10 log





  

เม่ือ   แทน ระดบัความเข้มเสียงมีหน่วยเป็นเดซิเบล 

   แทน ความเข้มเสียงท่ีต้องการวดั 

 0  แทน ความเข้มเสียงท่ีหคูนปกตเิร่ิมได้ยิน ซึง่เทา่กบั 1210  วตัต์ ตารางเมตร 
 

ตัวอย่างที่ 29  จงหาระดบัความเข้มเสียงของเคร่ืองบนไอพน่ ซึง่ขณะก าลงับนิขึน้สูท้่องฟ้ามี 

   ความเข้มเสียง  1,000  วตัต์ ตารางเมตร 

วิธีท า   จากสตูร          
0

10 log





  

   ในท่ีนี ้  1,000  

     12
1,000

10 log
10




  

     1610 log 10  

     160  
   ดงันัน้  ระดบัความเข้มเสียงเทา่กบั 160  เดซิเบล 
 

 ระดบัความเป็นกรดเป็นดา่ง  pH  ของสารละลายสามารถค านวณหาโดยอาศยั 

สตูรตอ่ไปนี ้

  pH log[H ]  
 เม่ือ pH   แทน  ระดบัความเป็นกรดเป็นดา่งของสารละลาย 

  [H ]   แทน  ความเข้มข้นของประจไุฮโดรเจนในสารละลาย 1 ลิตร มีหน่วยเป็นโมล 

 โดยสารละลายท่ีมีคา่  pH 7   เป็นสารละลายท่ีมีความเป็นกลาง 

     pH 7   เป็นสารละลายท่ีมีความเป็นกรด 

     pH 7   เป็นสารละลายท่ีมีความเป็นดา่ง 
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ตัวอย่างที่ 30 กลุม่ตวัอยา่งเลือดของคนคนหนึง่มีความเข้มของประจไุฮโดรเจน H  เทา่กบั  

  42.50 10  โมล  จงหาคา่  pH พร้อมทัง้พิจารณาความเป็นกรดเป็นดา่งของ 

  กลุม่ตวัอยา่ง 

วิธีท า   จากสตูร          pH log[H ]  

   ในท่ีนี ้  4[H ] 2.50 10    

   ดงันัน้       4pH log 2.50 10   

         log2.pH 50 4   

         pH 3.602  
                เน่ืองจาก pH 7   ดงันัน้ กลุม่ตวัอยา่งเลือดมีความเป็นกรด 

 

3.7  สรุป 
 ฟังก์ชันลอการิทึมมีความส าคญัมากในชีวิตประจ าวัน  ซึ่งจะต้องศึกษารายละเอียดทัง้

ความหมายของฟังก์ชนัลอการิทึม สมบตัิของฟังก์ชนัลอการิทึม  ลอการิทึมสามญัและลอการิทึม

ธรรมชาติ ซึ่งความรู้เหล่านีเ้ป็นพืน้ฐานในการน ามาประยุกต์ไม่ว่าจะเป็นด้านวิทยาศาสตร์  

เศรษฐศาสตร์ เป็นต้น 
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แบบฝึกหัดบทที่ 3 
 

1.   จงเขียนเลขยกก าลงัตอ่ไปนีใ้ห้อยูใ่นรูปลอการิทมึ 

1) 43 81  

2) 
22 4

3 9
 

 
 

 

3)  35 125  

4)  
4

3 9  

5) 3 1
4

64
   

 

2.   จงเขียนลอการิทมึท่ีก าหนดให้ ให้อยูใ่นรูปเลขยกก าลงั 

1) 4log 64 3  

2) 8log 512 3  

3) 3log 9 4  

4) 5log 5 1  

5) 10log 0.0001 4  
 

3.   จงหาคา่ของ 

1) 3log 243  

2) 1
3

log 27  

3) 3
1

log
9

 

4) 10log 1000  

5) 5log 5 5  
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4.   จงหาคา่ a  จากสมการตอ่ไปนี ้

1) 4log a 5  

2) alog 625 5  

3) 3log (a 5) 6   

4) 5 5
1

log a
625

  

5) 1
7

log 49 a  

 

5.   ก าหนดให้  log6 0.7781  และ log18 1.2553  จงหาคา่ของ log2 log3  
 

6.   จงหาคา่ของ 

1) 
2 1 1

log2 log2 log5
5 7 7
   

2) 
15 81 24

7log 3log 5log log20
16 80 25
    

3)   3 4 10 10log 9 log 16 log 8 3log 20   

4) 2 22log 6 log 122   

5) log 2 2 2...  

6) 8 21 log 2 log 38    
 

7.   ก าหนดให้ log  ของจ านวน 896  มีคา่แมนทิสซา เป็น 0.9523  จงหาคา่ของ 

1) log0.0000896  

2) log0.0896  

3) log8960000  

4) log89.6  

5)  3log 0.896 10  
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8.   จงแก้สมการตอ่ไปนี ้

1)  logx 2log4 log32   

2)  log(3x 2) log(x 1) 1     

3)  log(x 2) log(x 1) 1     

4)  log(3x 5) 3 log(2x 1)     

5)  2 3log (log x) 4  
 

9.   ธาตซีุเซียม 137  มีชีวิต 30  ปี ถ้ามีธาตซีุเซียมท่ีเป็นกลุม่ตวัอยา่งจ านวน 100  กรัม  จงหา 

1)  จงหาปริมาณของซีเซียมท่ีเหลือเม่ือเวลาผา่นไป t  ปี 

2)  จงหาปริมาณของซีเซียมท่ีเหลือเม่ือเวลาผา่นไป 50  ปี 

3)  จะใช้เวลานานก่ีปี จงึจะมีซีเซียมเหลืออยู ่ 35  กรัม 
 

10.  ถ้าสารกมัมนัตภาพรังสีจ านวน 150  กรัม สลายตวัเหลืออยู ่350  มิลลิกรัม ในเวลา 36   

       ชัว่โมง จงหาคร่ึงชีวิตของสารนี ้
 

11.  ถ้าระดบัความเข้มของเสียงรถบรรทกุเทา่กบั 78  เดซิเบล รถบรรทกุคนันีจ้ะมีความเข้มเสียง 

 ก่ีวตัต์ตอ่ตารางเมตร 
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ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



 163 

แผนบริหารการสอนประจ าบทที่ 4 
 

เนือ้หาประจ าบท 
  

 บทที่  4   ตรีโกณมิตเิบือ้งต้น 
4.1   อตัราสว่นตรีโกณมิต ิ

4.2   ฟังก์ชนัตรีโกณมิต ิ

4.3   การประยกุต์ 

4.4   สรุป 

 

จุดประสงค์เชงิพฤตกิรรม 
 
 

 เม่ือศกึษาบทท่ี 4  แล้วนกัศกึษาสามารถ 

1. บอกอตัราสว่นตรีโกณมิติ 

2. หาคา่ของฟังก์ชนัตรีโกณมิติ 

3. น าตรีโกณมิตมิาประยกุต์ใช้ 

 
กิจกรรมการเรียนการสอนประจ าบท 
 
 

1. ผู้สอนอธิบายเนือ้หาแตล่ะเร่ืองและซกัถามความเข้าใจพร้อม 

ยกตวัอย่างประกอบการบรรยาย ไฟล์พาวเวอร์พอยนต์ 

2. ผู้ เรียนศกึษาเอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป      

เร่ือง ตรีโกณมิตเิบือ้งต้น 

3. ผู้ เรียนและผู้สอนร่วมกนัอภิปรายและหาข้อสรุปร่วมกนั 

4. ให้ผู้ เรียนท าแบบฝึกหดับทท่ี 4 

5. ทดสอบย่อยหลงัจบบทเรียน 
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ส่ือการเรียนการสอน 
 

1. เอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป 

2. ไฟล์เอกสารประกอบการสอนรายวิชาคณิตศาสตร์ทัว่ไป 

3. ไฟล์พาวเวอร์พอยนต์  เร่ือง  ตรีโกณมิตเิบือ้งต้น 

4. หนงัสืออา่นประกอบค้นคว้าเพิ่มเตมิ 

5. แบบฝึกหดับทท่ี 4 

 
การวัดผลและประเมนิผล 

 
1. สงัเกตจากการซกัถามผู้ เรียน 

2. สงัเกตจากการร่วมกิจกรรม 

3. สงัเกตจากความสนใจ 

4. สงัเกตจากการอภิปรายกลุม่ยอ่ยและอภิปรายสรุป 

5. ประเมินจากการท าแบบฝึกหดั 

6. ประเมินจากการสอบระหวา่งภาคและปลายภาค 
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บทที่ 4 
ตรีโกณมติเิบือ้งต้น 

  
 ค าวา่ ตรีโกณมิติ(Trigonometry) หมายถึง การวดัรูปสามเหล่ียม วิชาตรีโกณมิติเกิด
จากความจ าเป็นในการวัดระยะทาง มุม และทิศทางท่ียากแก่การวัดโดยวิธีปกติ  ในสมัยก่อน      
จงึมีการศกึษาเก่ียวกบัความสมัพนัธ์ระหวา่งมมุและด้านของรูปสามเหล่ียมเท่านัน้  ตอ่มาได้มีการ
พัฒนาและศึกษาอย่างกว้างขวางยิ่งขึน้   รวมถึงการน าความรู้เ ร่ืองตรีโกณมิติมาใช้ใน
ชีวิตประจ าวนัได้ ซึง่ตอ่ไปนีจ้ะกลา่วถึงพืน้ฐานเก่ียวกบัตรีโกณมิติดงันี ้
 

4.1  อัตราส่วนตรีโกณมิต ิ
 4.1.1  อัตราส่วนตรีโกณมิตขิองมุมภายในรูปสามเหล่ียมมุมฉาก 
   อตัราส่วนตรีโกณมิตขิองมมุภายในของรูปสามเหล่ียมมมุฉาก คือ ความสมัพนัธ์
ระหวา่งด้านและมมุภายในของรูปสามเหล่ียมมมุฉาก 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี  4.1  แสดงรูปสามเหล่ียมมมุฉาก  ABC  
 

 เม่ือก าหนดให้ a  แทนความยาวของด้านตรงข้ามมมุ   A  
   b  แทนความยาวของด้านตรงข้ามมมุ   B  
   c  แทนความยาวของด้านตรงข้ามมมุ   C  

 โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้วา่  2 2 2c a b   
 จากรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC   เม่ือพิจารณาท่ีมมุ A  จะได้ 

  AB  เรียกวา่ ด้านตรงข้ามมมุฉาก   ยาว c  หนว่ย 

  BC  เรียกวา่ ด้านตรงข้ามมมุ A     ยาว a  หน่วย 

 
 

A  

B  

C  

a  

b  

c  
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  AC  เรียกวา่ ด้านประชิดมมุ A        ยาว b  หนว่ย 
 เม่ือพิจารณาท่ีมมุ B  จะได้ 

  AB  เรียกวา่ ด้านตรงข้ามมมุฉาก    ยาว c  หนว่ย 

  AC  เรียกวา่ ด้านตรงข้ามมมุ B       ยาว b  หนว่ย 

  BC  เรียกวา่ ด้านประชิดมมุ B         ยาว a  หนว่ย 
 

 ความสมัพนัธ์ของรูปสามเหล่ียม 2  รูป คือ รูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  และ 
รูปสามเหล่ียมมมุฉาก  ADE  ดงัภาพ 
 
  
 
  
 
 
 
ภาพท่ี  4.2  แสดงความสมัพนัธ์ รูปสามเหล่ียมคล้าย 
 

 จากภาพจะเห็นวา่ รูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  และรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ADE  
คล้ายกนั และมีมมุ A  เป็นมมุเดียวกนั จากสมบตัขิองรูปสามเหล่ียมคล้ายจะได้วา่อตัราสว่นของ
ด้านท่ีอยู่ตรงข้ามมมุท่ีสมนยักนัจะมีคา่เทา่กนั ดงันี  ้
 

    
BC AB AC
DE AD AE

   

 

 สรุปได้วา่ เม่ือมมุ A  มีคา่คงตวั อตัราสว่นของด้านของรูปสามเหล่ียมมมุฉากใดๆ  
จะมีคา่คงตวั จากเหตผุลดงักลา่วท าให้สามารถนิยามอตัราสว่นตรีโกณมิติ โดยพิจารณาจาก  
ภาพท่ี  4.1 ได้ดงันี ้
 

บทนิยาม 1     อตัราส่วนของความยาวของด้านตรงข้ามมมุ A  ตอ่ความยาวของด้านตรงข้าม 
   มมุฉาก เรียกวา่ ไซน์ (Sine) ของมมุ A  เขียนแทนด้วย sinA  

   นัน่คือ  sinA                                                        
a
c

  
ความยาวของด้านตรงข้ามมมุ A  
ความยาวของด้านตรงข้ามมมุฉาก 

A  

B  

C  

D  

E  
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บทนิยาม 2  อตัราสว่นของความยาวของด้านประชิดมมุ A  ตอ่ความยาวของด้านตรงข้าม 
  มมุฉาก เรียกวา่ โคไซน์ (Cosine) ของมมุ A  เขียนแทนด้วย cosA  
   

  นัน่คือ  cosA                                                       
b
c

  

 
บทนิยาม 3  อตัราสว่นของความยาวของด้านตรงข้ามมมุ A  ตอ่ความยาวของด้านประชิด 
  มมุ A  เรียกว่า แทนเจนต์ (Tangent) ของมมุ A  เขียนแทนด้วย tanA  
   

  นัน่คือ  tan A                                                       
a sinA
b cosA

   

 
   นอกจากอตัราสว่นตรีโกณมิตขิองไซน์และโคไซน์ดงักล่าวข้างต้นแล้ว ยงัมีคา่
อตัราสว่นตรีโกณมิติอ่ืนๆ ท่ีหาจากรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ดงับทนิยามตอ่ไปนี ้
 
บทนิยาม 4  อตัราสว่นตรีโกณมิตท่ีิเป็นส่วนกลบัของ sinA  เรียกวา่ โคเซกแคนต์ (Cosecant)  

  ของมมุ A  เขียนแทนด้วย cosecA  

  นัน่คือ  
1 c

cosecA
sinA a

   

 
บทนิยาม 5  อตัราสว่นตรีโกณมิตท่ีิเป็นส่วนกลบัของ cos A  เรียกวา่ เซกแคนต์ (Secant)  

  ของมมุ A  เขียนแทนด้วย sec A  

  นัน่คือ  
1 c

secA
cosA b

   

 
บทนิยาม 6  อตัราสว่นตรีโกณมิตท่ีิเป็นส่วนกลบัของ tanA  เรียกวา่ โคแทนเจนต์ (Cotangent)  
  ของมมุ A  เขียนแทนด้วย tanA  

  นัน่คือ  
cosA1 b

cot A
tanA a sinA

    

 
 
 
 

ความยาวของด้านประชิดมมุ A  
ความยาวของด้านตรงข้ามมมุฉาก 

ความยาวของด้านตรงข้ามมมุ A  
ความยาวของด้านประชิดมมุ A  
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ตัวอย่างที่ 1  ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ซึง่มีมมุ C  เป็นมมุฉาก  โดยมี  
  BC 3  หนว่ย  และ AC 4  หนว่ย จงหาคา่ของ  sin A, cos A  และ tan A  

วิธีท า  ก าหนดให้  c  แทนความยาวด้านตรงข้ามมมุฉาก 
  จะได้ 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี  4.3   แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี  1 
 

  โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส  จะได้   2 2 2c 3 4   

   2c 9 16   

   2c 25  

   2c 5   หนว่ย 

  จะได้   
3

sin A
5

    

   
4

cosA
5

  

  และ 
3

tan A
4

  

  ดงันัน้   
3 4

sin A , cos A
5 5

   และ 
3

tan A
4

  

 
ตัวอย่างที่ 2  ก าหนดให้  ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมมมุฉาก  ซึง่มีมมุ C เป็นมมุฉาก และ  
                      AC 6  หนว่ย AB 10  หนว่ย จงหาคา่ของ 
  1)  sinA   2) cos A   3) tanA   
  4) sin B   5) cos B   6) tan B  

 

c  

A  

B  

C  

3  

4  
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วิธีท า  ก าหนดให้ a  แทนความยาวตรงข้ามมมุ A  
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี  4.4   แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี  2 
 

  โดยทฤษฎีบทของพีทาโกรัส  จะได้   2 2 2c a b   

     2 2 2a c b   
     22 210a 6   
     2 10 3a 0 6   
     2a 8   หนว่ย 

  จะได้วา่   1)  
8 4

sinA
10 5

     

   
6 3

2) cosA
10 5

     

   
8 4

3) tanA
6 3

      

   
6 3

4) sinB
10 5

     

   
8 4

5) cosB
10 5

     

   
6 3

6) tanB
8 4

   

   ดงันัน้  
4 3 4 3 4

sinA , cosA , tanA , sinB , cosB
5 5 3 5 5

       

                                 และ 
3

tanB
4

  

 
 

A  

B  

C  

10  

6  

a  
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ตัวอย่างที่ 3  ก าหนดให้ 0 90   และ 12cos 13  จงหาคา่ของ  sin  และ tan  

วิธีท า  เขียนรูปสามเหล่ียมมมุฉากท่ีท าให้  12cos 13  ได้ดงันี ้

 
  
 
 
 
 

ภาพท่ี  4.5     แสดงรูปสามเหล่ียมมมุฉาก เม่ือ 0 90   
 

 จากรูปจะได้ว่า   2 2 2a 13 12   

   2 169 4a 1 4   

   2a 25    

   2a 5          

 จะได้วา่          5sin 13    

         5tan 12  

 ดงันัน้  5sin 13   และ  5tan 12  

 

 4.1.2   อัตราส่วนตรีโกณมิตขิองมุม  30 , 45  และ 60  
      ในการหาอตัราสว่นตรีโกณมิตขิองมมุตา่งๆ  สามารถใช้รูปสามเหล่ียมมมุฉากและ
ทฤษฎีบทพีทาโกรัส ในการพิจารณาความสมัพนัธ์ของด้านตา่งๆของรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ได้ดงันี  ้
 

  4.1.2.1   การหาอตัราสว่นตรีโกณมิตขิองมมุ 30 , 45   และ 60   

   โดยใช้รูปสามเหล่ียมมมุฉาก  
          
 
 

 

13  

12  

a  
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  ส าหรับการหาอตัราสว่นตรีโกณมิตขิองมมุ  30  และ 60  สามารถหาได้ดงันี ้
  พิจารณารูปสามเหล่ียมด้านเทา่ท่ีมีด้านยาว a  หนว่ย ดงันี ้

 
 
 
 
  
 
 

ภาพท่ี  4.6  แสดงรูปสามเหล่ียมด้านเท่า  ABC  
 

  เม่ือลาก  AD  ตัง้ฉากกบั  BC  ท่ีจดุ D  จะได้  BD  ยาว 
a
2
 หนว่ย และ 

  มมุ ABD 60  และมมุ BAD 30   

  โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้วา่  2 2 2AD AB BD   

        
2

22 a
a

2
AD    

 
 

        2
2

AD
3a

4
  

        
3a

AD
2

  

  ดงันัน้   

a
12sin 30

a 2
      และ    

a
cosec 30 2a

2

   

   

3a
32cos 30

a 2
       และ    

a 2
sec 30

3a 3
2

   

C  
D  

a  

A  

B  

a  

a
2
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a
12tan 30

3a 3
2

       และ    

3a
2cot 30 3a
2

   

   

3a
32sin 60

a 2
      และ    

a 2
cosec 60

3a 3
2

   

   

a
12cos 60

a 2
           และ    

a
sec 60 2a

2

                                                                                                                                                     

   

3a
2tan 60 3a
2

           และ    

a
12cot 60

3a 3
2

   

 

  ส าหรับอตัราสว่นตรีโกณมิติของมมุ 45  สามารถหาได้ดงันี ้
  พิจารณารูปสามเหล่ียมมมุฉาก  ABC   ท่ีมีมมุ C  เป็นมมุฉาก  

   ถ้ามมุ A 45  แล้วมมุ B 45  และ AC BC    
  ก าหนดให้  AC BC a   หนว่ย  ดงันี ้
 
 
 
 
 
 

 

ภาพท่ี  4.7  แสดงรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  เม่ือ  A 45  และ  B 45  
 
 
 
 
 

a  

C  A  

B  

a  
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 โดยทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้วา่  2 2 2AB AC BC   

       2 22 aA aB    
       2 2AB 2a  
       AB 2a   

 ดงันัน้  
a 1 2

sin 45
2a 2 2

      และ    
2a

cosec 45 2
a

   

   
a 1 2

cos 45
2a 2 2

     และ    
2a

sec 45 2
a

   

   
a

tan 45 1
a

        และ    
a

cot 45 1
a

   

 

ตัวอย่างที่ 4   จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้

    1) sin30 cos30     

    2) sec30 tan30  

    3) cosec60 2tan30  

    4) 5cot 45 tan60  

วิธีท า 

    
1 3 1 3

1) sin30 cos30
2 2 2


      

    
2 1 1

2) sec30 tan30
3 3 3

     

    
2 1 2 2 4

3) cosec60 2tan30 2
3 3 3 3 3

 
      

 
 

    4) 5cot 45 tan60 5(1) 3 5 3      
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ตัวอย่างที่ 5   จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้

  1) 2 2cot 45 cosec60 cot30 sec 45  

  3 22) sin 60 cot30 2sec 45 3cos60 tan45   

  2 2 2 21 1 4
3) 3tan 30 sin 60 cosec 45 cos 30

3 2 3
    

วิธีท า 

  1) 2 2cot 45 cosec60 cot30 sec 45  

    
   

2
2 2 2

1 3
3 2

2 3 4
4

3 2

   
     

  

 
 



 

 

  3 22) sin 60 cot30 2sec 45 3cos60 tan45   

    

   

3 23 2 1
3 2 3 1

2 2 2

3 3 3 8 3
8 2 2

9 32 12 11
8 8

            
   


  

 
  

 

 

  2 2 2 21 1 4
3) 3tan 30 sin 60 cosec 45 cos 30

3 2 3
    

    

2 22 21 1 3 1 2 4 3
3

3 3 2 2 2 3 2
3 3 4 12
3 12 4 12

1 3
1 1 1

4 4
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  นอกจากนีม้มุอ่ืนๆ ท่ีไมส่ามารถใช้รูปสามเหล่ียมมมุฉากให้การหาแล้ว  เราสามารถท่ี
จะใช้ตารางของอตัราสว่นตรีโกณมิตใินการคา่ตา่งๆได้ ดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้
 
  4.1.2.2   การหาคา่โดยประมาณของอตัราสว่นตรีโกณมิตจิากตาราง 
        การหาคา่โดยประมาณของอตัราสว่นตรีโกณมิตขิองไซน์  โคไซน์และ

แทนเจนต์ของมมุอ่ืนๆ ท่ีอยูร่ะหวา่ง 0  ถึง 90  สามารถหาได้จากตาราง  โดยท่ีคา่ของไซน์  และ
โคไซน์ จะมีคา่อยูร่ะหวา่ง 0  ถึง 1 ดงัตารางตอ่ไปนี ้
 

 sin cos tan    ……….  sin cos tan 

1 .017 .999 .017  45 .707 .707 1.000 

2 .035 .999 .035  46 .719 .695 1.036 

3 .052 .999 .052  47 .731 .682 1.072 

4 .070 .998 .070  48 .743 .669 1.111 

5 .087 .996 .087  49 .755 .656 1.150 

6 .105 .995 .105  50 .766 .643 1.192 

7 .122 .993 .123  51 .777 .629 1.235 

8 .139 .990 .141  52 .788 .616 1.280 

9 .156 .988 .158  53 .799 .602 1.327 

10 .174 .85 .176  54 .809 .588 1.376 

11 .191 .982 .194  55 .819 .574 1.428 

12 .208 .978 .213  56 .829 .559 1.483 

13 .225 .974 .231  57 .839 .545 1.540 

14 .242 .970 .249  58 .848 .530 1.6000 

15 .259 .966 .268  59 .857 .515 1.664 

16 .276 .961 .287  60 .866 .500 1.732 
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 sin cos tan    ……….  sin cos tan 

17 .292 .956 .306  61 .875 .485 1.804 

18 .309 .951 .325  62 .883 .469 1.881 

19 .326 .946 .344  63 .891 .454 1.963 

20 .342 .940 .364  64 .899 .438 2.050 

21 .358 .934 .384  65 .906 .423 2.145 

22 .375 .927 .404  66 .914 .407 2.246 

23 .391 .921 .424  67 .921 .391 2.356 

24 .407 .914 .445  68 .927 .375 2.475 

25 .423 .906 .466  69 .934 .358 2.605 

26 .438 .899 .488  70 .940 .342 2.748 

27 .454 .891 .510  71 .946 .326 2.904 

28 .469 .883 .532  72 .951 .309 3.078 

29 .485 .875 .554  73 .956 .292 3.271 

30 .500 .866 .577  74 .961 .276 3.487 

31 .515 .857 .601  75 .966 .259 3.732 

32 .530 .848 .625  76 .970 .242 4.011 

33 .545 .839 .649  77 .974 .225 4.331 

34 .559 .829 .675  78 .978 .208 4.705 

35 .574 .819 .700  79 .982 .191 5.145 

36 .588 .809 .727  80 .985 .174 5.671 

37 .602 .799 .754  81 .988 .156 6.314 

38 .616 .788 .781 
 
 82 .990 .139 7.115 
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 sin cos tan    ……  sin cos tan 

39 .629 .777 .810  83 .993 .122 8.144 

40 .643 .766 .839  84 .995 .105 9.514 

41 .656 .755 .869  85 .996 .087 11.430 

42 .669 .743 .900  86 .998 .070 14.301 

43 .682 .731 .933  87 .999 .052 19.081 

44 .695 .719 .966  88 .999 .035 28.636 
     89 .999 .018 57.290 

 

ตารางท่ี 4.1  ตารางคา่อตัราสว่นตรีโกณมิติของมมุท่ีอยู่ระหวา่ง 0  และ 90  
 

ตัวอย่างที่ 6   จงหาคา่ของข้อตอ่ไปนี ้โดยใช้ตารางคา่อตัราส่วนตรีโกณมิติ 

  1) sin12      2) cos12   

  3) sin21      4) cos21  

  5) sin39      6) cos39  

  7) tan22      8) tan75  

  9) sin88      10) tan89  

วิธีท า  จากตารางคา่อตัราสว่นตรีโกณมิต ิ จะได้ว่า 

  1) sin12 0.208    2) cos12 0.978  

  3) sin21 0.358    4) cos21 0.934  

  5) sin39 0.629    6) cos39 0.777  

  7) tan22 0.404    8) tan75 3.732  

  9) sin88 0.999    10) tan89 57.290  
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ตัวอย่างที่ 7  จากรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  ท่ีก าหนด  จงหาคา่ของ a  และ b  
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี  4.8   แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี  7 
 

วิธีท า  จากรูป 
a

sin32
25

  

  ดงันัน้           a 25sin32  

  จากตารางคา่อตัราสว่นตรีโกณมิต ิ จะได้ว่า  sin32 0.530  
  จะได้   a 25 0.530   
     a 13.25   หนว่ย 
 

  และจากรูป 
b

cos32
25

  

  ดงันัน้            b 25cos32  

  จากตารางคา่อตัราสว่นตรีโกณมิต ิ จะได้ว่า  cos32 0.848  
  จะได้   b 25 0.848   

     b 21.20  
 

  นัน่คือ  a 13.25  หนว่ย และ  b 21.20  หนว่ย 
 
 
 
 
 
 

a  

C  A  

B  

b  

25  

32  
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 4.1.3   ความสัมพันธ์ระหว่างไซน์  โคไซน์ และแทนเจนต์ในมุมต่างๆ 
 

   พิจารณารูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  ท่ีมีมมุ C  เป็นมมุฉาก 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี 4.9   แสดงภาพประกอบหวัข้อ  4.1.3 
 

  จะเห็นวา่    
a

1) sin A cos B
c

   ดงันัน้   sin A cos B  

     
b

2) cos A sin B
c

   ดงันัน้ cos A sin B  

     
a

3) tan A
b

  แต ่
b

tan B
a

  ดงันัน้ 
1

tan A
tan B

  

  และจากรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ABC  ดงักลา่วจะพบวา่ 

   A 90 B   และ  B 90 A   
  ท าให้ได้ความสมัพนัธ์ระหวา่งไซน์และโคไซน์ ดงันี ้

  เน่ืองจาก sin A cos B  ดงันัน้  sin A cos(90 A)   

  เน่ืองจาก cos A sin B  ดงันัน้  cos A sin(90 A)   

  เน่ืองจาก 
1

tan A
tan B

  ดงันัน้  
1

tan A
tan (90 A)




 

 

ตัวอย่างที่ 8   ก าหนดให้  sin20 0.342   และ  cos20 0.940   จงหาคา่ของ 

  1) sin70     2) cos70  

  3) tan20     4) tan70  

 

A  

B  

C  

a  

b  

c  
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วิธีท า  1) sin70  

  เน่ืองจาก      sin A cos(90 A)   

  ดงันัน้  sin 70 cos(90 70 )   

                                                     cos20  
                                                     0.940  
  นัน่คือ            sin70 0.940  

  2) cos70  

  เน่ืองจาก     cos A sin(90 A)   

  ดงันัน้          cos 70 sin(90 70 )   

                                                     sin20  
                                                     0.342  
  นัน่คือ           cos70 0.342  

  3) tan20  

  เน่ืองจาก     
sin A

tanA
cos B

  

  ดงันัน้          
sin20

tan20
cos20

  

                                                   
0.342
0.940

  

                                                   0.364  
  นัน่คือ         tan20 0.364  

  4) tan70  

  เน่ืองจาก     
sin A

tanA
cos B

  

  ดงันัน้          
sin70

tan70
cos70
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0.940
0.342

  

                                                    2.749  
  นัน่คือ           tan70 2.749  
 
 4.1.4   การหาความสูงและระยะทางโดยใช้อัตราส่วนตรีโกณมิต ิ
 

     ในการแก้ปัญหาในชีวิตประจ าวนัเก่ียวกับเร่ือง  ระยะทาง  ความสงู ท่ีไม่สามารถ
หาได้โดยตรง  เชน่  การหาความสงูของภเูขา  ความสงูของเสาธง  ความกว้างของแม่น า้  ความสงู
ของตึก  เป็นต้น  การหามมุ ณ จดุๆ หนึ่งบนพืน้ราบกบัสิ่งท่ีต้องหาความสงู จ าเป็นต้องใช้ความรู้
ในเร่ืองอตัราสว่นตรีโกณมิตเิข้าไปชว่ยจะท าให้การแก้ปัญหาได้ง่ายย่ิงขึน้ 
 

    คา่ของอตัราส่วนตรีโกณมิติท่ีมกัจะน ามาใช้ชว่ยแก้ปัญหา  ได้แก่ คา่ของ sin  
cos  และ tan   ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
 

 ตัวอย่างที่ 9   ขณะท่ีดวงอาทิตย์ท ามมุ 60  กบัพืน้ราบ  ความยาวของเงาของเสาธงต้นหนึง่วดั 
   ได้ 120  ฟตุ จงหาวา่เสาธงสงูก่ีฟตุ 
วิธีท า       ก าหนดให้  h   แทนความสงูของเสาธง(ฟตุ) 
 
 
 
 
 
 
  
   

 
ภาพท่ี 4.10    แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 9 

  จากรูป     จะได้ว่า 
h

tan60
120

  

  เน่ืองจาก                    tan60 3  

60  
120 ฟตุ 
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  ดงันัน้จะได้วา่                     
h

3
120

  

                                                                      h 120 3   ฟตุ 

   นัน่คือ  ความสงูของเสาธง  เทา่กบั  120 3  ฟตุ 
 

ตัวอย่างที่ 10  ตกึสองชัน้หลงัหนึง่มีพืน้ลา่งต ่ากว่าชัน้บน 3  เมตร มีบนัไดทอดเดียว ขัน้บนัได 
    แตล่ะขัน้กว้าง 20  เซนตเิมตร และสงูกวา่กนั 15  เซนตเิมตร จงหาวา่บนัไดยาว 

    เทา่ไร และบนัไดท ามมุกบัพืน้ก่ีองศา (ก าหนด tan37 0.754 ) 
วิธีท า    ก าหนดให้   AB  แทนความยาวของบนัไดจากพืน้ชัน้ลา่งถึงพืน้ชัน้บน 
      AC  แทนความสงูระหวา่งพืน้ชัน้ลา่งกบัชัน้บน 
     BC  แทนความยาวระหวา่งปลายบนัไดถึงพืน้ชัน้ลา่งท่ีตัง้ฉากกบัพืน้ 
        ชัน้บน   
   ดงัรูป 
     
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี  4.11   แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 10 
 

   จากรูป จะได้วา่  AC 3   เมตร 
  เน่ืองจาก  บนัไดแตล่ะขัน้มีความสงูขัน้ละ 15  เซนตเิมตร  

  ดงันัน้ จะได้วา่มีบนัไดจ านวน  
300

20
15

  ขัน้ 

  และ บนัไดแตล่ะขัน้มีความกว้างขัน้ละ  20  เซนตเิมตร หรือ 0.2  เมตร 
  ดงันัน้ ความยาวระหว่างปลายบนัไดกบัพืน้ชัน้ล่าง  0.2 20 4   เมตร 
   

3  เมตร 

20  เซนตเิมตร 
15  เซนตเิมตร 

A   

C   B   
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  จากทฤษฎีบทพีทาโกรัส  จะได้วา่ 

     
2 2 2

2 2

AB BC AC

4 3

 

 
 

                                   

16 9

25

AB 5

 





 

  ดงันัน้   บนัไดมีความยาวเท่ากบั 5  เมตร 
  จากรูป  อตัราส่วนตรีโกณมิติ  ท่ีบนัไดท ามมุกบัพืน้  ได้ดงันี ้

     

AC
tan B

BC
3

tan B
4

tan B 0.75

B 37









 

  ดงันัน้   บนัไดท ามมุกบัพืน้  37  องศา 
หมายเหตุ 
  1.   มมุใดท่ีแขนของมมุยกจากแนวระดบัสายตา(แนวนอน) ขึน้ไปด้านบน เรียกว่า 
“มมุเงย” ดงัรูป 
 
                                                                                                                                   
            
ภาพท่ี  4.12  แสดงมมุเงย 
 
  2.   มมุใดท่ีแขนของมมุกดลงจากระดบัแนวนอน  เรียกวา่ “มมุก้ม” ดงัรูป 
 
 
 
 

ระดบัสายตา 
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ภาพท่ี  4.13  แสดงมมุก้ม 

ตัวอย่างที่ 11  บนดาดฟ้าของอาคารเรียนหลงัหนึง่ซึง่สงู 100 3    เมตร  เพชรยืนอยูท่ี่มมุตกึ 
  บนดาดฟ้า มองเห็นรถยนต์ 2  คนั ท่ีจอดอยูห่่างไกลจากอาคารเรียนมากเป็น 

  มมุก้ม 60  และ 30  ตามล าดบั จากเส้นระดบัสายตาเดียวกนั   
  จงหาวา่รถยนต์ 2  คนั  อยูห่่างกนัเทา่ใด 
วิธีท า   
 
 
 
  
ภาพท่ี  4.14   แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 11 

  จากรูป จะได้วา่    
100 3

tan D
BD

  

  นัน่คือ   
100 3

tan30
BD

  

           
1 100 3
3 BD
  

  ดงันัน้           BD 100 3 3   
                   300   เมตร 
  นัน่คือ ระยะทางระหวา่งอาคารเรียนถึงรถคนัท่ีไกลสดุเท่ากบั 300  เมตร 

  จากรูป จะได้วา่    
100 3

tan C
BC

  

  นัน่คือ   
100 3

tan60
BC

  

           
100 3

3
BC

  

  ดงันัน้          
100 3

BD
3

  

                   100   เมตร 
  นัน่คือ ระยะทางระหวา่งอาคารเรียนถึงรถคนัถดัมาเท่ากบั 100  เมตร 

30  60  
100 3  

B  C  D  

A  
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  จะได้วา่ CD BD BC   

          
300 100

200

 


 

  ดงันัน้  รถยนต์ 2  คนั อยู่หา่งกนั 200  เมตร 
 

ตัวอย่างที่ 12  ชายคนหนึง่ยืนอยู่บนหน้าผาสงู  100  เมตร มองเห็นกองหินบนพืน้ดนิเบือ้งลา่ง 
      ในแนวเดียวกบัเชิงผาเป็นมมุก้ม  30  องศา จงหาวา่กองหินนัน้อยู่หา่งจากเชิงผา 
       ก่ีเมตร 
วิธีท า      ให้  AB  แทนความสงูของหน้าผา 
     C   แทนต าแหนง่ของก้อนหิน 
    ดงัรูป 
 
 
 
 
 
   
ภาพท่ี  4.15   แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 12   

  จากรูป จะได้วา่ 
AB

tan C
AC

  

          
AB

AC
tan C

  

          
100

AC
tan30

  

          AC 100 3   เมตร 

  ดงันัน้  กองหินนัน้อยูห่า่งจากเชิงผาเทา่กบั 100 3   เมตร 
 
 
 
 

30  

100 m  

B  

A  C  
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4.2   ฟังก์ชันตรีโกณมิต ิ
  4.2.1   มุมและการวัดมุม 
     ถ้าหมนุสว่นของเส้นตรง รอบจดุ O  ไปในแนว OB  สิ่งท่ีเกิดขึน้เรียกวา่ มมุ  
 
 
 
 

ภาพท่ี  4.16   แสดงการวดัมมุรอบจดุ O  
 

 สว่นประกอบท่ีเก่ียวข้องกบัมมุดงันี ้
  เรียกจดุ O  วา่ จดุยอดมมุ 
  เรียกสว่นของเส้นตรง OA  วา่ ด้านเร่ิมต้นของมมุ 
  เรียกสว่นของเส้นตรง OB  วา่ ด้านสิน้สดุของมมุ 
 

 มมุในต าแหนง่มาตรฐาน 
  มมุในต าแหนง่มาตรฐาน หมายถึง มมุในระบบพิกดัฉากท่ีมีจดุยอดมมุอยูท่ี่ 
  จดุก าเนิด และด้านเร่ิมต้นของมมุคือแกน X  ทางด้านบวก โดยมีข้อตกลง 
  ในการวดัขนาดของมมุดงันี ้
    ถ้าหมนุสว่นของเส้นตรง ทวนเข็มนาฬิกา ขนาดของมมุจะเป็นบวก 
    ถ้าหมนุสว่นของเส้นตรง ตามเข็มนาฬิกา ขนาดของมมุจะเป็นลบ 
 

 หนว่ยการวดัมมุแบง่ออกเป็น 2  หนว่ย 
   1.   หนว่ยเป็นองศา สญัลกัษณ์แทนองศา   โดยก าหนดให้มมุท่ีเกิดจากการ 
   หมนุสว่นของเส้นตรงไปครบ 1 รอบ มีขนาด 360  องศา และแบง่หนว่ยองศา 
   ออกเป็นหน่วยย่อย คือ ลิปดา ( )   และ ฟิลิปดา ( )   

   โดยท่ี 1 60  และ  1 60   
 

   2.  หนว่ยเรเดียน ก าหนดให้มมุท่ีจดุศนูย์กลางของวงกลมซึง่รองรับด้วยสว่นโค้ง 
   ของวงกลมท่ียาวเทา่กบัรัศมีของวงกลมนัน้มีขนาด 1 เรเดียน ดงัรูป 
 
 

O  

B  

A  
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ภาพท่ี  4.17   แสดงการวดัมมุของวงกลมเป็นหนว่ยเรเดียน 
 

  ส าหรับมมุท่ีจดุศนูย์กลางของวงกลมท่ีมีรัศมียาว r  หนว่ย ซึง่รองรับด้วยสว่นโค้ง 

  ของวงกลมท่ียาว d  หนว่ย จะมีขนาดเทา่กบั 
d
r
 เรเดียน และถ้าให้ขนาดของมมุ 

  เป็น    เรเดียน จะได้วา่ 
d
r

    

  จากวงกลมท่ีมีรัศมี r  หนว่ย  จะได้ความยาวของเส้นรอบวงเทา่กบั 2 r  หนว่ย  
  มมุท่ีจดุศนูย์กลางของวงกลมซึง่รองรับด้วยสว่นโค้งท่ียาว 2 r  หนว่ย  

  จงึมีขนาดเทา่กบั 
2 r

2
r
  เรเดียน 

 

ความสมัพนัธ์ระหวา่งขนาดของมมุในหนว่ยองศาและเรเดียน 
 

  มมุท่ีจดุศนูย์กลางของวงกลมท่ีมีรัศมี r  หนว่ย ท่ีได้จากการหมนุรัศมีไปตามเข็ม 
  นาฬิกาหรือทวนเข็มนาฬิกาครบ 1 รอบ จะมีขนาดของมมุเทา่กบั 2  เรเดียน  
  ซึง่ถ้าวดัเป็นองศามมุของวงกลม 1 วงเทา่กบั 360  องศา 

  จะได้วา่ 2 360  

        180  
  ดงันัน้เม่ือทราบขนาดของมมุในหนว่ยใดหน่วยหนึง่แล้วจะสามารถหาขนาดของ 
  มมุในอีกหน่วยได้เชน่กนั 
 
 โดยทัว่ไปการเขียนขนาดของมมุท่ีมีหนว่ยเป็นเรเดียนมกัจะไมเ่ขียนหนว่ยก ากบัไว้  
ดงันัน้ ถ้ากลา่วถึงขนาดของมมุโดยไมมี่หนว่ยก ากบั ให้ถือวา่มมุนัน้มีหนว่ยเป็นเรเดียน  
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้  

d  

  
r  
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ตัวอย่างที่ 13  จงเปล่ียน 75  เป็นหนว่ยเรเดียน 

วิธีท า   จาก  180      เรเดียน 

   จะได้ 
1

81
0

1
8

  เรเดียน 

     
75

75
180

  เรเดียน 

     75
5
12

   เรเดียน 

   ดงันัน้  
5

75
12

   เรเดียน 

 

ตัวอย่างที่ 14 จงเปล่ียน 120  เป็นหนว่ยเรเดียน 

วิธีท า   จาก   180      เรเดียน 

   จะได้  
1

81
0

1
8

  เรเดียน 

          
120

120
180

   เรเดียน 

          
2

120
3

  เรเดียน 

   ดงันัน้       
2

120
3

   เรเดียน 

 

ตัวอย่างที่  15 จงเปล่ียน 
7
3
 เรเดียน เป็นหนว่ยองศา 

วิธีท า   จาก    180  

   จะได้ 
7 7 180
3 3


  องศา 

           7 60   องศา 
           420   องศา 

   ดงันัน้ 
7

420
3
   องศา 
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 เน่ืองจากมุมท่ีกล่าวถึงในท่ีนี ้เกิดจาการหมุนส่วนของเส้นตรงไปจากแนวเดิม ซึ่งการหมุน
ส่วนของเส้นตรงนัน้มีได้สองแบบ คือ หมุนทวนเข็มนาฬิกาและหมุนตามเข็มนาฬิกา การบอก
ขนาดของมมุมีข้อตกลงวา่ ถ้าหมนุสว่นของเส้นตรงทวนเข็มนาฬิกาจะแสดงขนาดของมมุเป็นบวก 
ถ้าหมนุส่วนของเส้นตรงตามเข็มนาฬิกาจะแสดงขนาดของมมุเป็นจ านวนลบ ซึ่งจะพิจารณาการ
หมนุสว่นของเส้นตรง 1 รอบ ดงัหวัข้อตอ่ไปนี ้
   
 4.2.2   วงกลมหน่ึงหน่วย 
 

     วงกลมหนึง่หนว่ย คือ วงกลมท่ีมีจดุศนูย์กลางอยูท่ี่จดุ  0,0  และรัศมี 1 หนว่ย 
 
 
 
 
 
 
 
      
       

 
 

ภาพท่ี  4.18    แสดงวงกลมหนึง่หนว่ย มีจดุศนูย์กลางท่ีจดุ  0,0  

 

  จากรูป   แบง่วงกลมออกเป็น  4   สว่น  ได้แก่ 
  1.   ควอดรันต์  1  เขียนแทนด้วย  1Q   ท่ีมีคา่  x  และ  y  เป็นบวก หรือ  ,   
  2.   ควอดรันต์  2   เขียนแทนด้วย  2Q   ท่ีมีคา่  x  เป็นลบ  และ  y  เป็นบวก  
        หรือ  ,   
  3.   ควอดรันต์  3   เขียนแทนด้วย  3Q   ท่ีมีคา่  x  และ  y  เป็นลบ หรือ  ,   
  4.   ควอดรันต์  4   เขียนแทนด้วย  4Q   ท่ีมีคา่  x  เป็นบวก  และ  y  เป็นลบ  
        หรือ  ,   
 
 

Y  

X
 

 1,0   1,0  

 0,1
 

 0, 1
 

O  
 , 
 

 ,   

 ,    , 
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 ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลมหนึง่หนว่ย 
  ความยาวของเส้นรอบวงของวงกลมหนึง่หนว่ย จะเป็นไปตามสมการ  2 r 2  
 หนว่ยหรือประมาณ 2 3.1416... 6.283   

  ดงันัน้  คร่ึงวงกลมหนึง่หนว่ยยาว 
2
2
  หนว่ยหรือประมาณ 3.142  

    เสีย้ววงกลมหนึง่หน่วยยาว 
2
4 2
  หนว่ยหรือประมาณ 1.571 

 การวดัความยาวส่วนโค้งของวงกลมหนึง่หนว่ย 
  ก าหนด   จดุ  P  เป็นจดุปลายส่วนโค้งท่ียาว  หนว่ย โดยวดัจากจดุ 
  1,0  ไปตามสว่นโค้งของวงกลม 
  ถ้า  0  หมายถึง การวดัไปในทิศทางทวนเข็มนาฬิกา 
   ถ้า  0  หมายถึง การวดัไปในทิศทางตามเข็มนาฬิกา 
 จดุ  P x,y  ในเส้นรอบวงของวงกลม  เรียกว่า จดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี  4.19   แสดงจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย 
   

 จากรูปจะพบว่า  เม่ือวดัความยาวสว่นโค้งไปยาว   หนว่ย จะมีจดุ   P x,y  เพียงจดุ
 เดียวเทา่นัน้ท่ีเป็นจดุปลายของสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ยนี ้
  ดงันัน้จงึสามารถสร้างฟังก์ชนัจากเซตของความยาวส่วนโค้งไปยงัเซตของจดุปลาย
 สว่นโค้งได้ดงันี ้
 
 

Y  

X
 

 

 P x,y  

x  

y  1  
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  ให้   P x,y  เป็นจดุปลายส่วนโค้งท่ียาว   หนว่ย  จะได้วา่ 

    
x cos

y sin




 

  เน่ืองจากวงกลมหนึง่หนว่ยมีสมการเป็น  2 2x y 1   

  ดงันัน้  2 2cos sin 1   
  โดยท่ีวงกลมหนึง่หน่วยซึง่มีจดุศนูย์กลางท่ีจดุก าเนิด  เป็นกราฟของความสมัพนัธ์   

  2 2r x,y x y 1     

  จะเห็นวา่คา่ของ  1 y 1    และ  1 x 1      
  ดงันัน้คา่ของฟังก์ชนัไซน์และโคไซน์จะมีคา่ตัง้แต ่ 1  ถึง  1 
  นัน่คือ  เรนจ์ของฟังก์ชนัไซน์และโคไซน์ คือ เซตของจ านวนจริงตัง้แต ่ 1  ถึง  1 และ 
  โดเมนของฟังก์ชนัทัง้สองคือ เซตของจ านวนจริง 
 
4.2.3   ค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ 

 

            เน่ืองจากวงกลมหนึ่งหนว่ยมีความยาวเส้นรอบวงเทา่กบั  2  หนว่ย ดงันัน้สามารถหา
ความยาวสว่นโค้งท่ีจดุหลกัๆ  ได้ดงันี ้
 

 
  

 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี  4.20   แสดงความยาวสว่นโค้งท่ีจดุหลกัๆ  ของวงกลมหนึง่หนว่ย 
 
 
 

Y  

X
 

 1,0   1,0  

 0,1
 

 0, 1
 

O  

2
 

3
2

 

 0,2   0,0  
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   ถ้า   P x,y  เป็นจดุปลายสว่นโค้งท่ีวดัจากจดุ  1,0  ไปยาว   หนว่ย  จะได้วา่ 
   x cos   และ  y sin  
 จากรูป   จะได้ว่า 

   sin 1
2
   และ  cos 0

2
  

   sin 0   และ  cos 1  

   
3

sin 1
2
  และ  

3
cos 0

2
  

   sin2 0   และ  cos2 1  
 นัน่คือ  ถ้าทราบความยาวส่วนโค้งและจดุปลายของสว่นโค้งดงักล่าวจะท าให้
สามารถหาคา่ของไซน์และโคไซน์ ของจ านวนจริง   นัน้ได้เสมอ 
 

 4.2.4  การหาค่าของฟังก์ชันไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริง ,
3 4

 และ
6

 

                     ในท่ีนีจ้ะแสดงวิธีการหาคา่ของ sin
3
 และ  cos

3
  โดยพิจารณาจากวงกลม 

หนึง่หนว่ยได้ดงันี ้

             คา่ของ  sin
3
 และ  cos

3
 

   จากจดุ  S 1,0  วดัความยาวสว่นโค้งในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาไปยาว 
3
 หนว่ย  

ให้มีจดุปลายท่ีจดุ   P x,y  ดงัรูป 
 
 
 
 

 
 

 
  

ภาพท่ี  4.21  แสดงความยาวสว่นโค้งในทิศทางทวนเข็มนาฬิกายาว 
3
 หนว่ย  

X
 

Y  

 S 1,0  
3

 

 P x,y   T x,y  
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  จากรูป จะได้วา่ x cos
3

   และ y sin
3

  

  เน่ืองจาก สว่นโค้ง  SP  ยาว  
3
 หนว่ย   

  และให้ จดุ T  สมมาตรกบั จดุ P  โดยมีแกน  Y  เป็นแกนสมมาตร 

  ดงันัน้  จะได้วา่ T( x,y)   และสว่นโค้งของ PT  ยาว 
3
 หนว่ย 

  จะได้วา่ คอร์ด  SP  ยาวเทา่กบั  คอร์ด  PT  

    
       

     

2 22 2

22 2

x 1 y 0 x x y y

x 1 y 2x

      

  
 

  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ  จะได้วา่ 

             
  2 22

2 2 2

x 1 y 4x

x 2x 1 y 4x

  

   
 

  เน่ืองจาก      2 2x y 1    จะได้วา่ 

                
  

2x

2

4x 2x 2 0

2x x 1 0

2x 1 x 1 0

1
x , 1

2

  

  

  

 

 

  เน่ืองจาก  x,y   อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  1  ดงันัน้คา่ของ x  และ y  เป็นบวกทัง้คู ่

  ดงันัน้  
1

x
2

  

  ตอ่ไปหาคา่ของ  y   โดยการแทนคา่  
1

x
2

   ใน  2 2x y 1   

  จะได้วา่   
2

21
y 1

2
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2 1 3
y 1

4 4
3

y
2

  



 

   ดงันัน้   จดุปลายสว่นโค้งท่ียาว  
3
 หน่วย  คือ  

1 3
,

2 2
 
 
 

 

  นัน่คือ  
3

sin
3 2
  และ  

1
cos

3 2
  

 
  นอกจากนี ้ ยงัสามารถหาคา่ของฟังก์ชนั ไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริงอ่ืนๆ  

ได้อีก โดยอาศยัจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว  
3
 หนว่ย  ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้

 

ตัวอย่างที่ 16 จงหาคา่ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี ้

  
2

1) sin
3

    
2

2) cos
3

 

  
4

3) sin
3

    
4

4) cos
3

 

  
5

5) sin
3

    
5

6) cos
3

 

  7) sin
3

  
 

   8) cos
3

  
 

 

 

วิธีท า  เน่ืองจากคา่ของไซน์และโคไซน์จะมีคา่เหมือน จดุปลายส่วนโค้งท่ียาว  

  
3
 หนว่ย แตจ่ะตา่งกนัตรงเคร่ืองหมายวา่เป็นบวกหรือลบขึน้อยูก่บัวา่ 

  จดุปลายสว่นโค้งยาวถึงควอดรันต์ท่ีเทา่ไร 

  
2

1) sin
3

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  2  จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้ 
2 3

sin
3 2
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2

2) cos
3

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  2  จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นลบ 

   ดงันัน้ 
2 1

cos
3 2
  

  
4

3) sin
3

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  3  จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้ 
4 3

sin
3 2
  

  
4

4) cos
3

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  3  จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้ 
4 1

cos
3 2
  

  
5

5) sin
3

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4  จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้ 
5 3

sin
3 2
    

  
5

6) cos
3

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4  จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้ 
5 1

cos
3 2
  

  7) sin
3

  
 

  อยู่ในควอดรันต์ท่ี  4  จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้ 
3

sin
3 2

    
 

   

  8) cos
3

  
 

  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4  จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้ 
1

cos
3 2
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 คา่ของ  sin , cos
4 4

 

 จากจดุ   S 1,0  วดัความยาวสว่นโค้งในทิศทางทวนเข็มนาฬิกาไปยาว  
4
 หนว่ย  

 ให้มีจดุปลายท่ีจดุ   P x,y  ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี  4.22  แสดงความยาวสว่นโค้งในทิศทางทวนเข็มนาฬิกายาว 
4
 หนว่ย  

  จากรูป จะได้วา่ x cos
4

   และ y sin
4

  

  เน่ืองจาก ความยาวสว่นโค้งของ ST  ยาว  
2
 หนว่ย 

  ดงันัน้ ความยาวสว่นโค้งของ  PT  ยาว  
2 4 4
   หนว่ย 

  นัน่คือ คอร์ดของ SP  ยาวเทา่กบัคอร์ดของ  PT  

  ท าให้ได้ว่า          2 22 2x 1 y 0 x 0 y 1        

                                   2 2 22x 1 y x y 1      
  ยกก าลงัสองทัง้สองข้างของสมการ  จะได้วา่ 

                                       2 2 22x 1 y x y 1      

                               2 2 2 2x 2x 1 y x y 2y 1        
                             2x 2y   
                 x y  

Y  

X
  S 1,0  

4
 

 P x,y  
 T 0,1  
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  เน่ืองจากจดุ   P x,y  เป็นจดุอยู่บนวงกลมหนึง่หนว่ย 

  ดงันัน้  2 2x y 1   

  ท าให้ได้ว่า 2 2x x 1   

           22x 1  

      
1

x
2

  

  แตจ่ดุ   P x,y   อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  1  จะได้วา่  คา่ของ x  และ  y  เป็นบวกทัง้คู่ 

  จะได้วา่ 
1 2

x
2 2

     และ   
1 2

y
2 2

   

  ดงันัน้  จดุปลายสว่นโค้งท่ียาว  
4
 หน่วย  คือ  

2 2
,

2 2
 
 
 

 

  นัน่คือ  
2

cos
4 2
         และ   

2
sin

4 2
  

 

  นอกจากนี ้ ยงัสามารถหาคา่ของฟังก์ชนั ไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริงอ่ืนๆ ได้อีก 

โดยอาศยัจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว  
4
 หนว่ย  ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้

 

ตัวอย่างที่ 17   จงหาคา่ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี ้

  
3

1) sin
4

    
3

2) cos
4

 

  
5

3) sin
4

    
5

4) cos
4

 

  
7

5) sin
4

    
7

6) cos
4

 

  7) sin
4

  
 

   8) cos
4

  
 

 

วิธีท า  เน่ืองจากคา่ของไซน์และโคไซน์จะมีคา่เหมือน  จดุปลายสว่นโค้งท่ียาว 
4
หนว่ย  

  แตจ่ะตา่งกนัตรงเคร่ืองหมายวา่เป็นบวกหรือลบขึน้อยูก่บัวา่จดุปลายสว่นโค้งยาว 
  ถึงควอดรันต์ท่ีเท่าไร 
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3

1) sin
4

  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  2   จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้  
3 2

sin
4 2
  

  
3

2) cos
4

  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  2   จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้   
3 2

cos
4 2
  

  
5

3) sin
4

  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  3   จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้   
5 2

sin
4 2
  

  
5

4) cos
4

  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  3   จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้   
5 2

cos
4 2
  

  
7

5) sin
4

  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4   จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้   
7 2

sin
4 2
    

  
7

6) cos
4

  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4   จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้   
7 2

cos
4 2
  

  7) sin
4

  
 

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4   จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้   
2

sin
4 2

    
 

   

  8) cos
4

  
 

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4   จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้   
2

cos
4 2
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 คา่ของ sin , cos
6 6

 

 ท านองเดียวกนักบัการหาคา่ของ  sin , cos
3 3

 

  ดงันัน้  จดุปลายสว่นโค้งท่ียาว  
6
 หน่วย  คือ  

3 1
,

2 2
 
 
 

 

 นัน่คือ  
1

sin
6 2
  และ  

3
cos

6 2
  

 
 นอกจากนี ้ ยงัสามารถหาคา่ของฟังก์ชนั ไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริงอ่ืนๆ ได้อีก  

โดยอาศยัจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว  
6
 หนว่ย  ดงัตวัอย่างตอ่ไปนี ้

 

ตัวอย่างที่ 18   จงหาคา่ของฟังก์ชนัตอ่ไปนี ้

  
5

1) sin
6

    
5

2) cos
6

 

  
7

3) sin
6

    
7

4) cos
6

 

  
11

5) sin
6

    
11

6) cos
6

 

  7) sin
6

  
 

   8) cos
6

  
 

 

วิธีท า  เน่ืองจากคา่ของไซน์และโคไซน์จะมีคา่เหมือน  จดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   

  
6
 หนว่ย แตจ่ะตา่งกนัตรงเคร่ืองหมายวา่เป็นบวกหรือลบขึน้อยูก่บัวา่จดุปลาย 

  สว่นโค้งยาวถึงควอดรันต์ท่ีเทา่ไร 

  
5

1) sin
6

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  2  จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้  
5 1

sin
6 2
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5

2) cos
6

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  2  จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นลบ 

   ดงันัน้  
2 3

cos
3 2
  

  
7

3) sin
6

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  3  จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้  
7 1

sin
6 2
  

  
7

4) cos
6

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  3  จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้  
7 3

cos
6 2
  

  
11

5) sin
6

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4  จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้  
11 1

sin
6 2
    

  
11

6) cos
6

 อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4   จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้  
11 3

cos
6 2
  

  7) sin
6

  
 

   อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4   จะได้วา่คา่ของไซน์เป็นลบ 

  ดงันัน้    
1

sin
6 2

    
 

   

  8) cos
6

  
 

   อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  4  จะได้วา่คา่ของโคไซน์เป็นบวก 

  ดงันัน้    
3

cos
6 2
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 คา่ของฟังก์ชนัไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริงใดๆ 
  จากหวัข้อท่ีผา่นมาได้กลา่วถึงวิธีการหาคา่ฟังก์ชนัไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริงบาง
จ านวนบ้างแล้ว จะเห็นว่าเม่ือก าหนดจ านวนจริง  มาให้ การหาคา่ฟังก์ชนัไซน์โคไซน์ของ  ท า
ได้โดยหา  x,y  ซึ่งมีจุดปลายส่วนโค้งท่ียาว  หน่วย ถ้าใช้แกน X  เป็นแกนสมมาตรของ
วงกลมหนึง่หนว่ย  จะได้ถ้าสว่นโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วยท่ีเช่ือมระหว่างจดุ  1,0  กบัจดุ  x,y  
ยาว  หน่วย แล้วส่วนโค้งของวงกลมหนึ่งหน่วยท่ีเช่ือมระหว่างจดุ  1,0  กบัจดุ  x, y  ต้อง
ยาว  หน่วยด้วย ดงันัน้เม่ือจุดปลายส่วนโค้งท่ียาว  หน่วย คือจดุ  x,y  แล้ว จดุปลายส่วน
โค้งท่ียาว  หนว่ย คือจดุ  x, y  
 

  การหาคา่ของฟังก์ชนัตรีโกณมิตขิองจ านวนจริงในรูป  
พิจารณาจากรูป 
  

 
 
 
 
 
 
 

 
 

ภาพท่ี  4.23  แสดงความยาวสว่นโค้งในทิศทางตามเข็มนาฬิกายาว  หนว่ย 
 

  จากรูป ก าหนดให้   P x,y   เป็นจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย 
 จะได้วา่   x cos  และ y sin                   ___________ 1  
   ใช้แกน X  เป็นแกนสมมาตร  พบักราฟให้จดุ P  ทบับนจดุ T   
 ดงันัน้ สว่นโค้งของ ST  ยาวเทา่กบั  หนว่ย และ 
   มีจดุปลายสว่นโค้งท่ีจดุ  x, y  
 จะได้วา่    x cos  และ  y sin          ___________ 2  
 จาก  1  และ  2  จะได้วา่ 
    cos cos    และ   sin sin   

Y  

X
  S 1,0  

 

 P x,y  

 T x, y  
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ตัวอย่างที่ 19   จงหาคา่ของ 

 1) sin
3

  
 

   

 2) cos
6

  
 

   

 3) sin cos
4 4

       
   

 

วิธีท า 

 
3

1) sin sin
3 3 2

    
 

   

 
3

2) cos cos
6 6 2

    
 

   

 
2 2 1

3) sin cos sin cos
4 4 4 4 2 2 2

              
   

 

 
คา่ของฟังก์ชนัตรีโกณมิตเิม่ือจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 2  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ภาพท่ี  4.24  แสดงจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 2  
 
 
 
 

Y  

X
  S 1,0  

 

 P x,y   T x ,y   

 E 1,0  
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  ให้     T x ,y   เป็นจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย 
  ดงันัน้   x cos    และ  y sin   
  เน่ืองจาก สว่นโค้ง SE  ยาว  หนว่ย  สว่นโค้ง TE  จงึยาว    หนว่ย 

  ให้  จดุ  P x,y  สมมาตรกบัจดุ  T x ,y    
    โดยมีแกน  Y  เป็นแกนสมมาตร 
  ดงันัน้   สว่นโค้ง SP  ยาว   หนว่ยด้วย  และ  y y   และ  x x   
  เม่ือ  จดุ  P x,y  เป็นจดุปลายส่วนโค้งท่ียาว    หนว่ย 
  ดงันัน้   x cos    และ   y sin   
  นัน่คือ   cos cos    และ   sin sin   
 

ตัวอย่างที่ 20   จงหาคา่ของ  
5

sin
6
  และ  

2
cos

3
 

วิธีท า  
5

sin sin
6 6

   
 

 

                                    
sin

6
1
2

   
 



 

  ดงันัน้   
5 1

sin
6 2
  

  
2

cos cos
3 3

   
 

 

                                     
cos

3
1
2

    
 

 

 

  ดงันัน้   
2 1

cos
3 2
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คา่ของฟังก์ชนัตรีโกณมิตเิม่ือจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี  3  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
ภาพท่ี  4.25  จดุปลายส่วนโค้งท่ียาว   หนว่ย อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 3 
 

  ให้   E x ,y    เป็นจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย 
  ดงันัน้  x cos    และ  y sin   
  เน่ืองจาก สว่นโค้ง  SM  ยาว   หนว่ย  ส่วนโค้ง  ME  จงึยาว    หนว่ย 

  ให้  จดุ T   สมมาตรกบัจดุ   E x ,y   โดยมีแกน  X  เป็นแกนสมมาตร 
    จดุ   P x,y   สมมาตรกบัจดุ  T  โดยมีแกน  Y  เป็นแกนสมมาตร 
  ดงันัน้ สว่นโค้ง  SP  ยาว   หนว่ย และ  x x   และ  y y    
  จะได้วา่  x cos  และ   y sin    
  นัน่คือ  sin sin    และ  cos cos   
 

ตัวอย่างที่ 21   จงหาคา่ของ  

7
cos 56 sin7 4sin

6

  

วิธีท า    

7 coscos 5 66 sin sin7 4 4sin sin
6 6

  
       
    
 

 

Y  

X
  S 1,0  

 
 P x,y  T  

 M 1,0  

 E x ,y   
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cos
6 sin

4sin
6

3
22

3 2
2

2 2

2

 
 
      

  
 
 

 




 

   ดงันัน้   

7
cos 5 2 26 sin7 4 2sin

6


   

 

ตัวอย่างที่ 22   ก าหนดให้ sin 0.26
12
 , cos 0.96

12
  จงหาคา่  

13
sin

12
  และ  

13
cos

12
 

วิธีท า    
13

sin sin
12 12

   
 

 

                                     sin
12

0.26

 

 

 

   ดงันัน้  
13

sin 0.26
12

  

   
13

cos cos
12 12

   
 

 

                                       cos
12

0.96

 

 

 

   ดงันัน้  
13

cos 0.96
12
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คา่ของฟังก์ชนัตรีโกณมิตเิม่ือจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย  อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 4  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี  4.26  แสดงจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว   หนว่ย อยูใ่นควอดรันต์ท่ี 4 
 

  ให้     E x ,y    เป็นจดุปลายสว่นโค้งท่ียาว  หนว่ย 
  ดงันัน้ x cos    และ  y sin   
  เน่ืองจาก เส้นรอบวงของวงกลมหนึง่หนว่ยยาว 2  หนว่ย 
  จะได้วา่ สว่นโค้งของ SE  ยาว 2   หนว่ย 

  ให้  จดุ  P x,y  สมมาตรกบัจดุ  E x ,y    
    โดยมีแกน X  เป็นแกนสมมาตร 
  ดงันัน้ สว่นโค้ง SP  ยาว 2   หนว่ย และ  x x   และ  y y    
  จะได้  x cos 2    และ   y sin 2   
  นัน่คือ  sin sin 2    และ   cos cos 2   
 

ตัวอย่างที่ 23   จงหาคา่ของ  
5

cosec
3

 

วิธีท า   
5 1

cosec 53 sin
3

                 

        
1

sin 2
3


  
 

 

Y  

X
  S 1,0  

 
 P x,y  

 E x ,y   
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1

sin
3

1
3

2
2
3

2 3
3

 
 
 
 

 

 

 

 

   ดงันัน้  
5 2 3

cosec
3 3
  

 
 การหาคา่ฟังก์ชนัตรีโกณมิตใินกรณีท่ีวดัเกิน 1  รอบ 
  ถ้า 2  และหาร  ด้วย  2  แล้วผลหารคือ  n  และเศษคือ   
  นัน่คือ  2n   เม่ือ n  เป็นจ านวนเต็มบวก  และ  0 2  
  ดงันัน้  การวดัสว่นโค้งของวงกลมหนึง่หนว่ยจากจดุ  1,0  ไปยาว  หนว่ย  
  จงึวดัไปเพียง  หนว่ยก็เพียงพอแล้ว  เพราะจ านวน 2n  แสดงวา่ การวดัต้อง 
  วดัครบรอบวงกลม n  รอบ   จดุปลายสว่นโค้งจะตกท่ีเดียวกบัจดุปลายของสว่นโค้ง 
  ท่ียาว  เสมอ  ดงันัน้   sin 2n sin    และ   cos 2n cos   
 

ตัวอย่างที่ 24   จงหาคา่ของ 
21

cos
4

 

วิธีท า   
21

cos sin 5
4 4

   
 

 

               sin
4

   

               
2

2
   

   ดงันัน้  
21 2

cos
4 2
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 จากสมบตัข้ิางต้นนีจ้ะเห็นวา่  ถ้าสามารถหาคา่ของฟังก์ชนัไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริง
ตัง้แต ่0  ถึง 2  ได้แล้ว  จะหาคา่ของฟังก์ชนัไซน์และโคไซน์ของจ านวนจริงลบได้เสมอ 
 

ตัวอย่างที่ 25   จงหาคา่ของ 
25

cos
4

  
 

 และ 
11

sin
3

  
 

 

วิธีท า 
25 25

cos cos
4 4

       
   

 

 
25

c co os
4

s 6
4

   


 



 

 

 
25

cos
4

cos
4

  
   
 

 

 cos
2

25 2
4

 
 
 

  

 ดงันัน้   
25 2

cos
4 2

   
 

 

 

 
11 11

sin sin
3 3

       
   

 

 
11

sin
3

5
sin 2

3
    


 



 

 

 
11

s si in
3

5
n

3
      
 

 

 
11

sin
3

sin 2
3

   


 



 

 

 s
11

s inin
3 3

 
       

  






 

 
11

sin
3

sin
3

  
   
 

 

 sin
2

11 3
3

 
 
 

  

 ดงันัน้   
11 3

sin
3 2
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4.3   การประยุกต์ 
 

         4.3.1   การหาพืน้ที่ของรูปสามเหล่ียม 
 

 ในการพืน้ท่ีของรูปสามเหล่ียมใดๆ ซึง่มีสตูรในการหาพืน้ท่ีคือ คร่ึงหนึง่ของผลคณู
ระหวา่งฐานของรูปสามเหล่ียมกบัความสงูของรูปสามเหล่ียม แตบ่างครัง้อาจจะหาพืน้ท่ีรูป
สามเหล่ียมอาจใช้ความรู้เร่ืองตรีโกณมิตมิาชว่ยในการหาพืน้ท่ี  พิจารณารูปตอ่ไปนี ้
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี  4.27  แสดงการหาพืน้ท่ีรูปสามเหล่ียม ABC     
จากรูป ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมใดๆ ซึง่มี a, b  และ c  เป็นความยาวของด้านตรงข้าม

มมุ A, B  และ C  ตามล าดบั  จะได้ 

 พืน้ท่ีสามเหล่ียม ABC  
1

bcsinA
2

  

   
1

casinB
2

  

   
1

absinC
2

  
 

เน่ืองจากการหาความยาวด้านของรูปสามเหล่ียมใดๆ  ไมส่ามารถใช้ทฤษฎีบทพีทาโกรัสได้ ดงันัน้
มีการใช้กฎของโคไซน์และกฎของไซน์ ได้ดงันี ้
 

 กฎของโคไซน์ 

    2 2 2a b c 2bc cosA    

    2 2 2b a c 2ac cosB    

    2 2 2c a b 2ab cosC    

  

Y  

X  

 C bcosA,0bsinA  

b  a  

c  
 A 0,0   B c,0  
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 กฎของไซน์ 

    
a b c

sinA sinB sinC
   

 หรือ   
sinA sinB sinC

a b c
   

ตัวอย่างที่ 26   ก าหนดให้รูปสามเหล่ียม ABC  มีด้านตรงข้ามมมุ A  ยาว 3  หนว่ย  ด้านตรง 

  ข้ามมมุ C  ยาว 5  หนว่ย และมมุ B  กาง 120  จงหาความยาวด้านตรงข้าม 
  มมุ B  
 

วิธีท า       จากกฎของโคไซน์  จะได้วา่ 

    2 2 2b a c 2ac cosB    

      แทนคา่ a 3  และ c 5  และ B 120    

  จะได้  2 2 2b 3 5 2(3 5)cos120     

    2 1
b 9 25 30

2
     
 

 

    2b 49  

    b 7  
 

 ดงันัน้  ความยาวของด้านตรงข้ามมมุ B  เทา่กบั 7  หนว่ย 
 

ตัวอย่างที่ 27  ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมใดๆ และ a 1, b 3   และ  

 A 30   จงหา B  และ C  
วิธีท า จากกฎของโคไซน์  จะได้วา่ 

    2 2 2a c b 2bc cosA    

 แทนคา่ a 1  และ b 3  และ A 30   จะได้ 

      22 21 c 3 2 c 3 cos30     

       2 3
1 c 3 2 3c

2
 

    
 

 

       21 c 3 3c    
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      2c 3c 2 0    

             (c 2)(c 1) 0    

            c 1, 2  

 จากกฎของไซน์  จะได้วา่ 

           
sinA sinB

a b
  

       
sin30 sinB

1 3
  

               
1 sinB
2 3
  

                   
3

sinB
2
  

                        B 60 ,120   

 จากกฎของไซน์  จะได้วา่   
sinA sinC

a c
  

              
sin30 sinC

1 1
  

                   
1

sinC
2
  

                                            C 30  
 

  ดงันัน้  มมุ B  มีขนาดเทา่กบั 120  องศา และมมุ C  มีขนาดเทา่กบั 30  องศา 
 

 4.3.2    การหาระยะทางและความสูง 
      เราใช้ความรู้เก่ียวกบัอตัราสว่นตรีโกณมิตใินการหาระยะทางหรือความสงูของ 
สิ่งตา่งๆ มาแล้วข้างต้น ในท านองเดียวกนัก็สามารถใช้ความรู้เร่ืองฟังก์ชนัตรีโกณมิต ิเพ่ือหา
ระยะทางและความสงู ซึง่ไม่สามารถจะใช้เคร่ืองมืออยา่งใดอยา่งหนึง่วดัได้โดยตรง  
ดงัตวัอยา่งตอ่ไปนี ้
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ตัวอย่างที่ 28   เรือสองล าจอดอยูห่่างกนั 100  เมตร และจอดอยูใ่นแนวเส้นตรงเดียวกบั 

      ประภาคาร ในเรือแตล่ะล ามองยอดประภาคารเป็นมมุเงยเป็น 45  และ 60   
                       ตามล าดบั จงหาวา่เรือล าท่ีจอดอยูใ่กล้ประภาคารจะอยู่ห่างจากประภาคาร 
   เทา่ไร 
วิธีท า     ให้ AC  แทนความสงูของประภาคาร และ B  และ D  แทนต าแหน่งของเรือ  

   ทัง้สองและ ADC 60  และ  ABC 45  ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี  4.28  แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 28 

  จากรูป สามเหล่ียม ABC  จะได้   
AC

tan45
BC

  

         AC BCtan45  
         AC s 100 _______(1)   

  จากรูป สามเหล่ียม ADC  จะได้  
AC

tan60
DC

  

         AC DCtan60  
         AC s 3 _______(2)   

  จากสมการ (1) (2)  จะได้  s 100 3s   

                s 3s 100   
             3 1 s 100   

                   
100

s
3 1




 

           s 50 3 1   

45  60  

A  

C  B  D  
100  s  
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          s 50 2.732   
          s 136.6   เมตร 

  ดงันัน้  เรือล าท่ีจอดอยูใ่กล้ประภาคารจะอยูห่า่งจากประภาคาร  
                                   เทา่กบั 136.6  เมตร 
 

ตัวอย่างที่ 29   นายชายนริศออกเดนิทางจากโรงเรียนไปร้านขนมเค้กซึง่อยูท่างทิศใต้ของ 
   โรงเรียนและหา่งจากโรงเรียน 5  กิโลเมตร พอรับขนมเค้กแล้วเขาเดนิทางตอ่ไป 
   บ้านเพ่ือน ซึง่อยูท่างทิศตะวนัออกเฉียงไปทางใต้ 25  องศาของโรงเรียนและห่าง 
   จากโรงเรียน 3  กิโลเมตร อยากทราบวา่ร้านขนมเค้กอยู่หา่งจากบ้านเพ่ือนเทา่ไร  

   เม่ือก าหนดให้ sin25 0.42  
วิธีท า   ก าหนดให้   A  แทนต าแหนง่ของโรงเรียน 
      B  แทนต าแหนง่ของร้านขนมเค้ก 
      C  แทนต าแหนง่ของบ้านเพ่ือน 
   และให้  a  แทนระยะทางจากร้านขนมเค้กไปบ้านเพ่ือน 
   
   ดงัรูป 
 
 
 
 
 
 
 
ภาพท่ี  4.29  แสดงภาพประกอบอยา่งท่ี 29 
 

   จากรูป จะเห็นวา่   cos A cos 90 25   

     จากสมบตัิ  cos 90 sin    

   ดงันัน้ จะได้วา่   cos A cos 90 25 sin25 0.42     

   จากกฎของโคไซน์  จะได้วา่  2 2 2a b c 2bc cosA     

A  

B  

C  
5  

3  
25  

a  
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          22 23 5 2 3 5 (0.42)a        

          2 9 25 2.a 1 6    

          2a 21.4  
          a 4.63  
   ดงันัน้    ร้านขนมเค้กอยู่หา่งจากบ้านเพ่ือนเป็นระยะทางโดยประมาณ  
                                     4.63   กิโลเมตร 
 

ตัวอย่างที่ 30   เดก็หญิงต้องลมเดนิทางจากเมือง A   ไปหาเพ่ือนท่ีเมือง B   ซึง่หา่งกนั  
   3  กิโลเมตร แล้วชวนเพ่ือนไปท าบญุท่ีวดัซึง่อยู่หา่งออกไปทางทิศตะวนัออก 

   เป็นระยะทาง 3  กิโลเมตร ถ้าเมือง A  หา่งจากวดั 3  กิโลเมตร  
   จงหาวา่เมือง B  อยูท่ิศใดของเมือง A   
 

วิธีท า   ก าหนดให้ a  แทนความยาวตรงข้ามมมุ A  
      b  แทนความยาวตรงข้ามมมุ B  
      c  แทนความยาวตรงข้ามมมุ C  (วดั) 
    ดงัรูป   
 
 
 
 
 
 

ภาพท่ี  4.30  แสดงภาพประกอบตวัอยา่งท่ี 30 
 

  จะได้วา่ a 3, b 3    และ c 3  

  จากกฎของโคไซน์ จะได้วา่     2 2 2b a c 2ac cosB     

  แทนคา่  จะได้วา่ 2 2 23 3 3 2 3 3 cosB       

               3 3 9 6 3 cosB     

        
9

cosB
6 3

  

A  

B  C  

3  3  

3  
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3

cosB
2

  

              B 30  
  ดงันัน้   เมือง B  อยูท่ิศตะวนัออกเฉียงไปทางเหนือ 30  ของเมือง A  
 

4.4   สรุป 
  จากหวัข้อข้างต้นจะเห็นว่าฟังก์ชนัตรีโกณมิตมีิความส าคญัมาก ในการแก้ปัญหาเก่ียวกบั
การวดัระยะทาง ความสงู ความกว้าง การหาพืน้ท่ี เป็นต้น  ซึง่สิ่งเหลา่นีห้ากไมมี่เคร่ืองมือแล้ว 
การวดัคอ่นข้างล าบากแล้วนัน้ วิธีแก้ปัญหาอีกวิธีหนึง่คือการใช้ความรู้เร่ืองตรีโกณมิติมาแก้ไข
ปัญหา ซึง่จะต้องรู้เก่ียวกบัอตัราสว่นตรีโกณมิติ มมุท่ีใช้วดั สมบตัขิองฟังก์ชนัตรีโกณมิต ิรวมถึง 
คา่ของฟังก์ชนัตรีโกณมิติกรณีท่ีไมส่ามารถหาคา่ได้โดยตรง ต้องใช้ตารางของฟังก์ชนัตรีโกณมิต ิ
ในการแก้ไขปัญหาข้างต้นได้ 
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แบบฝึกหดับทที่ 4  
 

1.   จงหาคา่อตัราสว่นของความยาวของด้าน ซึง่เป็นคา่ ไซน์ โคไซน์ และแทนเจนต์ ของมมุ A  
และมมุ B  
 
 
 
 
 
 
 
1) sin A   2) cos A  3) tan A  
4) sin B   5) cos B  6) tan B  
 

2.   ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ท่ีมีมมุ A  เป็นมมุฉาก และถ้า 
3

sin C
5

  จงหา 

sin C sin B  
 

3.   ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมมมุฉาก ท่ีมีมมุ B  เป็นมมุฉาก และถ้า 
5

tan A
12

  แล้ว 

sin A cos A  เทา่กบัเทา่ใด 
 

4.   จงหาคา่ของ 

1) sin30 cos45 tan60   
2) 2 2 2sin 45 cos 60 sin 30   
3) 3 4 53tan 30 4sin 45 5cos 60   
4) sin45 cos45 tan45  
5) 2sin30 tan45 cos30 tan30 2tan60   
6) sin30 sec60 tan60 cosec60 cosec45 sec45   
7) 2 2 2 2cot 30 2cos 60 3sec 45 4sin 30    

 

B  

A  

C  
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5.   ถ้า asin30 cos45 tan45 sin45  แล้ว a  มีคา่เทา่กบัเทา่ใด 
 

6.   ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียม ท่ีมีมมุ C  เป็นมมุฉาก และ มมุ A 30  และ AB  ยาว   

      9 3  หนว่ย จงหาความยาวของ BC, AC  และขนาดมมุ B  
 

7.   ชายคนหนึง่ยืนอยู่บนพืน้ดิน ณ จดุๆ หนึง่ มองดยูอดเสาธงเป็นมมุเงย 45  ถ้าชายคนนียื้นอยู่ 
      หา่งจากเสาธงเป็นระยะทาง 150  เมตร จงหาความสงูของเสาธง 
 

8. นายปกรณ์ยืนอยู่บนหน้าผาสงู 100  ฟตุ เห็นกองหินสองกองบนพืน้ดนิเบือ้งลา่งในแนว 

       เดียวกนักบัเชิงผา ถ้ามมุก้มของกองหินทัง้สองเป็น 60  และ 30  ตามล าดบั จงหาว่ากอง 
       หินสองสองนัน้อยูห่่างกนัเทา่ไร 
 

9.   ก าหนดให้ sinA 0.8  จงหา secA cosA cot A   
 

10.   จงบอกวา่จดุปลายสว่นโค้งของวงกลมหนึง่หนว่ยตอ่ไปนีอ้ยูใ่นควอดรันต์ใด 

1) 
5

P
4

 
 
 

 

2) 
3

P
4

  
 

 

3) 
5

P
4

 
 
 

 

4) 
4

P
3

  
 

 

5) 
11

P
3

 
 
 

 

6) 
25

P
3

 
 
 

 

7) 
29

P
6
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11.   จงหาคา่ของ 

1) 2 2tan 4cos
4 3
  

2) 2sin cos cot sec
6 6 6 6

 

3) 2 2 4
cos tan sec cot cos

4 3 3 3 3 6
    

4) 2 2 2 23
cot 2cos sec 4sin

6 3 4 4 6
    

5) tan cot cos sin cos cot
6 3 4 3 6 4

 

 

12.   จากสมการกราฟของวงกลมหนึง่หนว่ย  2 2x y 1   หรือ 2 2cos sin 1    ถ้า 

0
2

   ถ้า 
5

cos
13

  จงหา sin  

 

13.   จงเขียนฟังก์ชนัตรีโกณมิติตอ่ไปนีใ้ห้อยูใ่นรูปของฟังก์ชนัตรีโกณมิตขิองจ านวนจริง   เม่ือ 

0
2

   

1) sin
2


  
 

 

2) cos
2


  
 

 

3) 
3

tan
2


  
 

 

4)  sec   

5)  cos   

6)  sin 2   

7)  cot 2   
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14.   จงเปล่ียนมมุท่ีวดัเป็นเรเดียนให้เป็นมมุท่ีวดัเป็นองศา 

1) 
4
3

 

2) 
5
6

 

3) 
9
4

  

4) 
11

6
  

5) 
15

 

 

15.   จงเปล่ียนมมุท่ีวดัเป็นองศาให้เป็นมมุท่ีวดัเป็นเรเดียน 

1) 150  

2) 420  

3) 1125  

4) 330  

5) 390  
 

16.   ก าหนดให้ ABC  เป็นรูปสามเหล่ียมท่ีมี ด้านตรงข้ามมมุ A, B  และ C  ยาว a, b   และ c   

        หนว่ย ตามล าดบั ถ้า (a b c)(a b c) 3ab      แล้วจงหาขนาดของมมุ C  
 

17.   จากจดุ 2  จดุบนพืน้ราบ  หา่งจากเสาธงเป็นระยะทาง x  และ y  เมตร มมุเงยของยอดเสา 

        เป็น a  และ b  ตามล าดบั ถ้ามมุทัง้สองรวมกนัเท่ากบัหนึง่มมุฉาก เสาธงสงูเทา่ไร 
 

18.   ณ จดุหนึง่บนพืน้ราบซึง่อยู่แนวเดียวกบัเชิงเนิน สงัเกตเห็นเนินเป็นมมุเงยขึน้ 45  เม่ือเดิน 

        ขึน้เนินไปซึง่เอียงท ามมุ  30  กบัพืน้ราบเป็นระยะทาง 15  เมตร แล้วหยดุสงัเกตยอดเนินอี       

        ครัง้ คราวนีเ้ห็นเป็นมมุยกขึน้  60  จงหาความสงูของเนิน 
 

 
 
 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



 220 

เอกสารอ้างอิง 
 

กมล เอกไทยเจริญ. (2537). คณิตศาสตร์ ม. 5 เล่ม 1 สารการเรียนรู้เพิ่มเตมิ. กรุงเทพฯ: 

       ไฮเอ็ดพบัลิชชิ่ง. 

กวิยา เนาวประทีป. (2547). เทคนิคการเรียนคณิตศาสตร์: ฟังก์ชันตรีโกณมิต.ิ นครปฐม: 

       ฟิสิกส์เซ็นเตอร์. 

สง่เสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี, สถาบนั. (2557) หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเตมิ  

       คณิตศาสตร์ เล่ม 3 ชัน้มัธยมศึกษาปีที่ 46. (พมิพ์ครัง้ที่ 6).  กรุงเทพฯ:สกสค.  

         ลาดพร้าว. 

 

 

 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



บรรณานุกรม 
 

กนก จยุค าวงศ์. (2549). เอกสารประกอบการสอน รายวิชาทฤษฎีสมการ. คณะ 
       วิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี มหาวิทยาลยัราชภฏัร าไพพรรณี. 
กมล เอกไทยเจริญ. (2537). คณิตศาสตร์ ม. 5 เล่ม 1 สารการเรียนรู้เพิ่มเตมิ. กรุงเทพฯ: 

       ไฮเอ็ดพบัลิชชิ่ง. 

กวิยา เนาวประทีป. (2547). เทคนิคการเรียนคณิตศาสตร์: ฟังก์ชันตรีโกณมิต.ิ นครปฐม: 

       ฟิสิกส์เซ็นเตอร์. 

__________. ( 2556 ). ระบบจ านวนจริง. ส านกัพิมพ์ฟิสิกส์เซ้นเตอร์ .กรุงเทพฯ. 
__________. ( 2556 ). เลขยกก าลัง ฟังก์ชันเอกซ์โปเนนเชียลและฟังก์ชันลอการิทมึ.  
        ส านกัพิมพ์ฟิสิกส์เซ้นเตอร์. กรุงเทพฯ. 
มานสั บญุยงั. (2529). ทฤษฎีสมการเบือ้งต้น. กรุงเทพฯ: มหาวิทยาลยัรามค าแหง. 
เลิศ สิทธิโกศล. (2540). คณิตศาสตร์พืน้ฐาน. กรุงเทพฯ : สกายบุ้กส์. 
__________. (2540). คณิตศาสตร์พืน้ฐาน. ภาควิชาคณิตศาสตร์และสถิต ิสถาบนั 
       ราชภฏับรีุรัมย์. 
สง่เสริมการสอนวิทยาศาสตร์และเทคโนโลยี, สถาบนั. (2557) หนังสือเรียนรายวิชาเพิ่มเตมิ  

       คณิตศาสตร์ เล่ม 3 ชัน้มัธยมศึกษาปีที่ 46. (พมิพ์ครัง้ท่ี 6).  กรุงเทพฯ:สกสค.  

         ลาดพร้าว. 

สขุใส  ไพบลูย์. ( 2547 ). เอกสารประกอบการสอน รายวิชาคณิตศาสตร์ส าหรับครู  

       ประถมศึกษา. จนัทบรีุ. สถาบนัราชภฏัร าไพพรรณี จนัทบรีุ. 
Anton Howard.(1992). Multivariable Calculus. New York, Anton Textbook, Inc.  

 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



222 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



 

 

 

 

 

 

 

 

 

ภาคผนวก 

ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



ลิขสิทธิ์มหาวิทยาลัยราชภัฏรำไพพรรณี



 225 

เฉลยแบบฝึกหดั 
แบบฝึกหัดบทท่ี 1 
 ข้อท่ี 1.    
  1)  จริง 

2)  จริง 
3)  เท็จ 
4)  จริง 
5)  จริง 
6)  จริง 
7)  จริง 
8)  จริง 
9)  เท็จ 

 ข้อท่ี 2.    
  1)   3 

2)  8  
3)  5  

 ข้อท่ี 3   a 3  
 ข้อท่ี 4   m 0  
 ข้อท่ี 5 
    1)  (x 1)(x 2)(x 3)    

2)  (x 1)(x 2)(x 2)    
3)  (3x 1)(x 3)(x 1)    
4)  (x 1)(x 2)(x 3)(x 1)     
5)  (2x 1)(x 3)(x 2)(x 2)     

 ข้อท่ี 6    
  1)  1, 2, 1  

2)  2, 3, 1   

3)  
1

2, , 3
2
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4)  
1 2

, , 1
2 3

  

5)  
3 1

, 2,
2 2

  

 ข้อท่ี 7    
 1)  จริง 

2)  จริง 
3)  จริง 
4)  เท็จ 
5)  จริง 
6)  เท็จ 
7)  เท็จ 

 ข้อท่ี 8 

    1)  
1 3

, ,
4 2

          
 

2)   1,3  

3)  
1

,2
2
 
  

 

4)     , 2 3,     
5)   1,   
6)     ,1 2,3   

 ข้อท่ี 9    
  1)   ,5  

2)  
4

6,
5

  

3)  1, 13  
4)  ไมมี่ค ำตอบเป็นจ ำนวนจริง 
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 ข้อท่ี 10   
   1)     , 1 5,     

2)   4,  

3)  
4

2,
3

 

  

 

4)   5,  
 

แบบฝึกหัดที่ 2 
ข้อท่ี 1    
 1)  1 

2)   
16
9

 

3)  762,939,453,125  

4)  7.16  
5)  243  

6)  441 
7)  0.0000097  
8)  5  
9)  117,649  

10)   0.0001 
 ข้อท่ี 2    

  1)  

3
4a  

2)  

7
4x  

3)  1 

4)  3
4

1

m

 

5)  

1
3a  
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6)  m  
7)  6k  

8)  
1
2a  

9)  
2

4
3

x

y

 

10)   

7
3x  

 ข้อท่ี 3 
 1)  2  

2)  
1
2

 

3)  10  
4)  100  
5)  10  

 ข้อท่ี 4 

   1)  
1
a

 

2)  2
1

a
 

3)  

5
6a  

4)  a  
 ข้อท่ี 5    

  1)  3a 72   

2)  a 425   

3)  
7
43
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 ข้อท่ี 6    

  1)  7  

2)  3 4  

3)  

1
45  

4)  
17 5

5
 

 ข้อท่ี 7 

1)  
7 5

2


 

2)  7 2 6  

3)  
(1 5) 6

2 6
 


 

4)  
3 2 2 3

5


 

 ข้อท่ี 8 

1)   ( 7 2)     
2)   ( 6 5)   
3)  ( 12 6)   
4)  ( 20 12)   

5)  ( 7 11 3 11)    

6)  ( 7 6 2 6 )   

7)  ( 9m 8n)   
8)  ( 12m 2n)   

 ข้อท่ี 9   

1)  3 1  
2)  3 1  

3)  
5 1
5 1
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4)  
10 2

5 2 10



 

5)  1 
6)  2  

 ข้อท่ี 10 

1) 54  
2)  142 
3)  345 
4)  2 
5)  6 
6)  49 
7)  1 

8)  
3 5 3 5

,
2 2
 

 

 ข้อท่ี 11 
   1)  ฟังก์ชนัเพิ่ม 

2)  ฟังก์ชนัเพิ่ม 
3)  ฟังก์ชนัเพิ่ม 
4)  ฟังก์ชนัลด 

 ข้อท่ี 12   
  1)  3  

2)  4  
3)  10  
4)   2, 1 
5)   1, 1  

 ข้อท่ี 13 

1)   ,2  
2)  หำคำ่ไมไ่ด้ 
3)  หำคำ่ไมไ่ด้ 

4)     , 10 10,     
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 ข้อท่ี 14  

1)  337,500  
2)  759,375  

 
แบบฝึกหัดบทท่ี 3 
 ข้อท่ี 1 
    1)  3log 81 4  

2)  2
3

4
log 2

9
  

3)  5log 125 3  
4)  3log 9 4  

5)  4
1

log 3
64
  

 ข้อท่ี 2    

  1)  34 64  

2)  38 512  

3)  43 9  

4)  15 5  
5)  410 0.0001   

 ข้อท่ี 3    
  1)  5  

2)  3  

3)  4  
4)  3  

5)  
3
2

 

 ข้อท่ี 4   
  1)   1,024  

2)  

4
55  
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3)  724  

4)  
8
3

  

5)  1  
 ข้อท่ี 5  0.7781 
 ข้อท่ี 6   

1)  3log2  
2)  2log2  

3)  7  
4)  432  
5)  0 
6)  108 

 ข้อท่ี 7 
   1)  4.0477  

2)   0.0477  
3)    6.9523  
4)   1.9523  
5)   3.0477  

 ข้อท่ี 8   

1) 512  

2) 
12
7

 

3) 4, 3  

4) 
4,999
2,998

  

5) 43,046,721 
 ข้อท่ี 9    

1) 0.0231tm(t) 100e  
2) 32   กรัม 
3) 45   ปี 
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 ข้อท่ี 10  17  ชัว่โมง 
 ข้อท่ี 11   หำคำ่ไมไ่ด้ 

 
   แบบฝึกหัดบทท่ี 4 
 ข้อท่ี 1  

1) 
BC
AB

 

2) 
AC
AB

 

3) 
BC
AC

 

4) 
AC
AB

 

5) 
BC
AB

 

6) 
AC
BC

 

 ข้อท่ี 2  
7
5

 

 ข้อท่ี 3  
7

13
  

 ข้อท่ี 4   

  
1 2 2 3

1)
2

 
 

2) 0  

3) 
1
4

 

4) 
3

2
 

5) 
1 4 3

2


 

6) 4  
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7) 
9
2

  

      
 ข้อท่ี 5   a 2  

 ข้อท่ี 6 
9 27

BC 3, AC , B 60
2 2

    

 ข้อท่ี 7  150  เมตร 

 ข้อท่ี 8  
200 3

3
  ฟตุ 

 ข้อท่ี 9     0.19  
 ข้อท่ี 10   

1) ควอดรันต์ท่ี  3 
2) ควอดรันต์ท่ี  3 
3) ควอดรันต์ท่ี  3 
4) ควอดรันต์ท่ี  2 
5) ควอดรันต์ท่ี  1 
6) ควอดรันต์ท่ี  2 

 ข้อท่ี 11 

1) 2  
2) 3  
3) 1 
4) 0  
5) 0  

 ข้อท่ี 12  
12
13

 

 ข้อท่ี 13   

1) cos  
2) sin  
3) cot  
4) sec  
5) cos  
6) sin  
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7) cot  
 ข้อท่ี 14    
  1)   240    องศำ 
         2)   150    องศำ 
         3)    405    องศำ 
 4)    330  องศำ 
 5)    12  องศำ 
 ข้อท่ี 15   

  1)  
5
6

  เรเดียน 

         2)  
7
3

  เรเดียน 

          3)   
25

4
  เรเดียน 

4)    
11

6
   เรเดียน 

5)    
13

6
   เรเดียน 

 ข้อท่ี  16   60  

 ข้อท่ี  17  xy  

 ข้อท่ี  18   
15(3 3)

2
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